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Freie und Hansestadt Hamburg
Behorde fur Bildung und Sport

Schriftliche Abiturprifung
Schuljahr 2006/2007

Grundkurs Mathematik

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
12. Februar 2007, 9.00 Uhr

Unterlagen fir die Lehrerinnen und Lehrer

Diese Unterlagen sind nicht fur die Priflinge bestimmit.

Diese Unterlagen enthalten:
1 Allgemeines
Rickmel debogen
Hinweise fur die Auswahl der Aufgaben

Hinweise zum Korrekturverfahren

o~ WON

Aufgaben, Erwartungshorizonte und die Bewertung fir jede Aufgabe

1 Allgemeines

e Weisen Sie bitte die Schilerinnen und Schuiler auf die allgemeinen Arbeitshinweise am Anfang
der Schilermaterialien hin.

e Die Schilerinnen und Schiiler kennzeichnen ihre Unterlagen nur mit der Kursnummer und ihrer
Schiilernummer, nicht mit ihrem Namen.

o DieArbeitszeit betragt 240 Minuten. Eine Einlesezeit von bis zu 30 Minuten kann gewahrt wer-
den. In dieser Zeit durfen die Aufgaben aber noch nicht bearbeitet werden.

e Erlaubte Hilfsmittel: Nichtprogrammierbarer und nicht grafikfahiger Taschenrechner, Formel-
sammlung ,,Das grof3e Tafelwerk interaktiv*, Cornelsen-Verlag, Operatorenliste, Rechtschreible-
xikon.
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbhildende Gymnasien

Behdorde fur Bildung und Sport
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Haupttermin

2 Ruckmeldebogen fir die Zweitkorrektur

Bitte umgehend ausfillen und an B 1-Z faxen!

Behorde fur Bildung und Sport Schulchiffre:
B1-z

Fax 42 79 67-006

Aufgabenstatistik und Information fur die Zweitkorrektoren

in Fachern mit zentraler Aufgabenstellung

Fach: Mathematik, Grundkurs Kurs-Nummer:

Bearbeitet wurden die folgenden Aufgaben:

Aufgabe Nr. Anzahl

1.1 von Pruflingen
1.2 von Pruflingen
1.1 von Priflingen
1.2 von Priflingen
.1 von Priflingen
.2 von Priflingen

Datum:

Unterschrift:
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbhildende Gymnasien
Behdorde fur Bildung und Sport Haupttermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

3 Aufgabenauswahl

e Sie erhalten sechs Aufgaben — 1.1, 1.2 (Analysis) und I1.1, 11.2 (Lineare Algebra / Analytische
Geometrie) und 111.1, 111.2 (Stochastik).

e Sie wdhlen genau drei Aufgaben aus genau den zwei Sachgebieten | und Il oder | und Il aus
und reichen diese an die Schillerinnen und Schiiler weiter.

e Sie Uberprifen gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schilern die Vollstandigkeit der Arbeits-
unterlagen.

e Die Schilerinnen und Schiiler bearbeiten drei Aufgaben.

e Sievermerken auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie bearbeitet haben.

4  Korrekturverfahren

e DieKorrekturen werden gema3 der , Richtlinie fir die Korrektur und Bewertung der Priifungsleis-
tungen im schriftlichen Teil der Abiturpriifung® vorgenommen.

e DieBewertung und Benotung der Arbeiten wird auf einem gesonderten Blatt vorgenommen, siehe
Anlagen Bewertungsbdgen fur die Erst- und die Zweitkorrektur (s. Anlagen S. 4 und 5).

e Die Bewertungsbhdgen verbleiben in der Schule.

e DieOriginale der Schilerarbeiten werden zusammen mit dem Bewertungsbogen fur die Zweitkor-
rektur und einer Kursliste, die nur die Schilernummern enthalten darf, sowie einem Exemplar der
Lehrermaterialien zu einem Packchen gepackt.

e Zuden Zeitvorgaben, Warnmeldungen und dem weiteren Verlauf des Verfahrens siehe den ,,Ab-
laufplan fur die Durchfihrung der schriftlichen Prifungen”.

Bei der Korrektur der Schilerarbeiten kann es auf Grund von unterschiedlichen didaktischen Konzep-
ten oder Verkirzungen auf Grund von Verabredungen zu unterschiedlichen Bewertungen von Schiiler-
leistungen kommen, insbesondere im formalen Bereich. Bisher lief3en sich solche unterschiedlichen
Sichtweisen im Gesprach zwischen Referent und Korreferent kléren.

Im Abitur mit zentralen Anteilen ist eine solche Klarung wegen des anonymisierten Korrekturverfah-
rens nicht moglich. Deshalb ist insbesondere auf Seiten des Korreferenten ein sensibles Vorgehen
gefordert. Auch wenn der Korreferent eine andere Korrektheit von seinen Schillerinnen und Schiilern
fordern wirde, sollte er darauf achten, ob der Referent bel seinen Korrekturen durchgéngig anders
verfahren ist. Es gilt der Grundsatz, dass die Schilerinnen und Schiler durch unterschiedliche Sicht-
weisen nicht benachteiligt werden durfen.

Die Losungsskizzen in den Erwartungshorizonten zu den einzelnen Aufgaben geben Hinweise auf die
erwarteten Schillerleistungen. Oft sind aber verschiedene L ésungsvarianten moglich, die in der Skizze
nur zum Teil beschrieben werden konnten. Grundsétzlich gilt deshalb, dass alle Varianten, die zu rich-
tigen Losungen fuhren, mit voller Punktzahl bewertet werden, unabhéngig davon, ob die gewdhite
Variante in der Lésungsskizze aufgefiihrt ist oder nicht.
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbhildende Gymnasien
Behdorde fur Bildung und Sport Haupttermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

5 Aufgaben, Erwartungshorizonte und Bewertungen

Erwartungshorizont:

Kursiv gedruckte Passagen sind Hinweise an die korrigierenden Lehrkréfte. Sie sind nicht Bestandtei-
le der erwarteten Schillerleistung.

Bewertung:

Jeder Aufgabe sind 100 Bewertungseinheiten (BWE) zugeordnet, insgesamt sind also 300 BWE
erreichbar. Bel der Festlegung von Notenpunkten gilt die folgende Tabelle.

B:’:}ﬁ;ﬁgs’ Erggﬁ?];e Notenpunkte Bgﬁﬁ;.lizgs' IIE_rgr;\S:;e Notenpunkte
> 285 >295% 15 > 165 >55% 7
> 270 290 % 14 > 150 =50 % 6
> 255 >285% 13 >135 >245% 5
> 240 >80 % 12 > 120 =40 % 4
>225 >75% 11 > 99 >33% 3
>210 >70% 10 > 78 =26 % 2
>195 >65% 9 > 57 >19 % 1
> 180 > 60 % 8 < 57 <19% 0

Die Note ,,ausreichend” (5 Punkte) wird erteilt, wenn annghernd die Halfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die Anforde-
rungen im Bereich |1 aufweist, vollstandig und weitgehend richtig bearbeitet werden.

Die Note ,, gut” (11 Punkte) wird erteilt, wenn anndhernd vier Finftel (mindestens 75 %) der erwar-
teten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei muss die Prifungdeistung in ihrer Gliederung, in
der Gedankenfiihrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprachlichen
Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit , gut* beurteiltes Priifungsergebnis setzt
voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen | und Il auch Leistungen im Anforde-
rungsbereich 111 erbracht werden.

Bei erheblichen Méngeln in der sprachlichen Richtigkeit sind bei der Bewertung der schriftlichen Prii-
fungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit der Verstol3e bis zu drei Notenpunkte abzuziehen. Dazu
gehdren auch Mangel in der Gliederung, Fehler in der Fachsprache, Ungenauigkeiten in Zeichnungen
sowie falsche Beziige zwischen Zeichnungen und Text.
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Abiturprifung 2007 Schulchiffre BeBo EKo M
B t b Erstkorrekt Fach Mathematik
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbhildende Gymnasien
Behdorde fur Bildung und Sport Haupttermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

ANALYSIS 1
.1 Gewinnanalyse

Ein Unternehmen stellt Motoren her. Es wird davon ausgegangen, dass die gesamte monatliche Pro-
duktion auch tatsachlich abgesetzt werden kann. Die monatlichen Gesamtkosten fir die Produktion
héngen von der Anzahl der produzierten Motoren x ab und werden in Abhangigkeit von dieser Anzahl
durch eine Kostenfunktion K beschrieben. Uber die Kostenentwicklung sind folgende Informationen
bekannt:

Produktion von x Motoren 0 50 100
pro Monat

Gesamtkosten K(x) in € 500 000 757 500 940 000
pro Monat

a) Bestétigen Sie anhand der gegebenen Informationen, dass die Gesamtkosten nicht durch die Glei-
chung einer linearen Funktion dargestellt werden kdnnen.

b) Den Produktionsplanern ist bekannt, dass bei einer Produktion von 100 Motoren der Kostenzu-
wachs pro zusétzlich produziertem Motor (Grenzkosten) 3 000 €/ Stlick betragt.

Bestétigen Sie nun, dass K (x) = 0,02x> —18x” -+ 6 000x 4- 500000, x € N, unter den oben

genannten Vorgaben die Gleichung einer ,, passenden” Kostenfunktion darstellt.
Der Graph von K ist in der Anlage dargestellt.

¢) Die Unternehmensleitung hat sich zum Ziel gesetzt, ab einer Stiickzahl von 200 M otoren mindes-
tens kostendeckend zu produzieren.

e Bestimmen Sie den Verkaufspreis, der pro Motor festgelegt werden muss, um dieses Ziel zu
erreichen. [Zur Kontrolle: p =5 700 €]

e Geben Siedie Gleichung der Erldsfunktion E an und zeichnen Sie den Graphen von E in das
Koordinatensystem in der Anlage.
[Hinwels: Erlés = Preis mal Menge.]

e Geben Sie mit Hilfe der Graphik den Produktionsbereich an, in dem der Erlds grof3er ist als
die Kosten.

d) Der Gewinn eines Unternehmens ergibt sich aus der Differenz von Erlés und K osten.
Bestimmen Sie die Gleichung der Gewinnfunktion G und ermitteln Sie die Absatzmenge x, fir die
der Gewinn maximal ist. Berechnen Sie diesen Maximalgewinn.

€) Durch Absatzschwierigkeiten gerét das Unternehmen in die Krise. Die Geschéftsleitung erwagt

eine Preissenkung. Ermitteln Sie — mit Hilfe der Graphik oder durch Rechnung — jene Preisunter-
grenze, die die Gesamtkosten gerade noch deckt.
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,Gewinnanalyse*
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Freie und Hansestadt Hamburg

Behdorde fur Bildung und Sport
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Erwartungshorizont

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbhildende Gymnasien

Haupttermin

L 6sungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Die Wertepaare (0| 500 000), (50| 757 500) und (100|940 000) sind gegeben. Zu
prifenist, ob diese Punkte auf einer Geraden liegen.

L&gen die Punkte auf einer Geraden, muisste gelten:

757500 -500000 940000 — 757500
50 50 '

Diesist nicht der Fall, womit die Behauptung bestétigt wére.

Natdrlich sind zur Ldsung auch andere Wege zulassig, wie z.B.
K(x)=a-x+b.
Wegen K(0) = 500 000 gilt: b =500 000.

(1001940 000) eingesetzt ergibt:
940000 = a-100+ 500000 und 100a = 440000 und damit a = 4 400.

Danach gilt: K(x) =4 400x+ 500 000.

Durch Einsetzen des dritten Punktes wird deutlich, dass die ermittelte Gleichung
nicht zutrifft.

K (50) = 4 400- 50+ 500 000 = 720 000 # 757 500 .

10

b)

K (X) = 0,02x° — 182 + 6 000X + 500 000 .

K (0) = 500 000 ist richtig.

K (50) = 0,02-50° —18-50? + 6 000- 50+ 500 000 = 757 500 ist richtig.

K (100) = 0,02-100° —18-100? + 6 000-100+ 500 000 = 940 000 ist richtig.
K’(100) = 0,06-1002 — 36100+ 6000 = 3000 it richtig.

Damit erfillt die Funktion K erfillt alle genannten V orgaben.
Natirlich ist die Uberpriifung durch Losen eines LGS ebenso zulassig.

15| 5

Bei einer Produktion von 200 Motoren soll kostendeckend produziert werden:

K (200) = 0,02- 200* —18- 2007 + 6 000 200+ 500 000 =1 140 000 .

K(200) €=5700€

Zur Deckung der Produktionskosten muss ein Preisvon p =

festgelegt werden.
Die Gleichung der Erlésfunktion E lautet danach E(X) =5700- x.

Der gesuchte Produktionsbereich beginnt bei einer Produktion x = 201 und endet
bei einer Produktion von x = 850 (rechnerischer Wert: 847,49...).

Mal-GKLM-AWT
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Haupttermin

L dsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I y/l‘O5
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d) | Gleichung der Gewinnfunktion G:

G(x) =E(X) —K(x),

G(x) =5700x — (0,02x* —18x* + 6 000x + 500 000) ,
G(x) = —0,02x> +18x* — 300x — 500 000.

Berechnung des Gewinnmaximums;
G’(x) = —0,06x* + 36x — 300
Fur G'(x) =0 erhdt man
—0,06%* +36x—300=0
x> —600x+5000=0
X% , = 300+,/90000—5000
X, =591,547...
X, =8,452...

Stelle x = 591,5 liegen kann.

Mal-GKLM-AWT
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Der Zeichnung in ) ist zu entnehmen, dass das Gewinnmaximum nur an der
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbhildende Gymnasien
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
I 1| Il
Gewinn bei 591 Motoren: 1 481 256,58 €.
Gewinn bei 592 Motoren: 1 481 258,24 €.
Bel Produktion und Verkauf von 592 Motoren wird der maximal mogliche Ge-
winnvon 1481 258,24 € erreicht. 25

€) | Durch Anlegen der Tangente an den Graphen von K lassen sich folgende Daten
ermitteln:

Bel einer Produktion von 500 Motoren und Kosten in Hohe von 1 500 000 €
kann kostendeckend gearbeitet werden.

Daraus ergibt sich ein minimaler Preisvon p=%=3000€.

Der Verkaufspreis kann also bis auf 3 000 € reduziert werden, so dass noch eine
kostendeckende Produktion mdglich ist.

Ein Gewinn G > 0 ist dann allerdings nicht mehr moglich.

A

~

)H

a1 &
(1]

‘(Kosten in 100000
3
N
\\
N

— 35 ///
/
— 30
/ P
/ K = -
o 25 -

—20

s / ”
|
Z/ﬁj”’ Emin
—10 7 ot
—5 // — s
/- X

100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
| I |1l

Losungsvariante:

Gesucht ist jener Preisp, der die (minimalen) Stiickkosten gerade noch deckt:

tickkogten: K _ 0 02x¢ —18x + 6000 1 22000
X X

Berechnung des Stiickkostenminimums:

/
[K(X)] —0,04x—18— soo?oo
X

X
500000
X2

x® — 450x? —12500000= 0
(x—500)-(X* +50x+ 25000) =0.

0,04x—18— 0

Diese Gleichung hat genau eine reelle Losung, namlich x = 500.

Das Sttickkostenminimumwird bei einer Produktion von 500 Motoren erreicht
und betragt

K (500) 500 000

=0,02-500° —18-500+ 6000 + =3000.

Soll der Stlickpreis die Stiickkosten decken, muss er mindestens 3 000 € betra-
gen. 20

Insgesamt 100 BWE | 30 | 50 | 20
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

ANALYSIS 2

I.2 Hangebricken

o8}
N

A C E

XV

Die Abbildung zeigt eine Skizze einer Hangebriicke. Von der Briicke sind folgende Daten bekannt:

Die Punkte B und D liegen jeweils 152 m Uber der Fahrbahn und sind 1 280 m voneinander entfernt.
Die Gesamtlange der Fahrbahn zwischen den Punkten A und E betrégt 1 850 m.

a) Berechnen Siedie Entfernung der Punkte A und B bzw. D und E voneinander (gestrichelte Linie).

Der Verlauf der Trageseile der Briicke, diein der Skizze gezeichnet sind, kann mit verschiedenen ma-
thematischen Modellen beschrieben werden. Dazu wird ein kartesi sches K oordinatensystem mit Punkt
C as Koordinatenursprung festgelegt. Eine Langeneinheit entspricht 1 m.

Die Punkte A, C und E der Fahrbahn liegen auf der x-Achse.

Der Verlauf der Trageseile zwischen B und D wird néherungsweise durch den Graphen einer Funktion
beschrieben, der durch diese beiden Punkte geht und die Fahrbahn im Punkt C bertihrt.

Hinweis: Bel den Berechnungen miissen die Einheiten nicht mitgeschrieben werden.

b) Ineinem ersten Modell wird der Verlauf der Trageseile zwischen den Punkten B und D néhe-
rungswei se mithilfe des Graphen einer quadratischen Funktion f beschrieben.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Funktion f.
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¢) Bei Verwendung eines zweiten Modells wird der Verlauf der Trageseile zwischen den Punkten B
und D durch den Graphen der Funktion k beschrieben:

1
2a

o Bestétigen Sie, dass der Graph dieser Funktion k fur jeden Wert a achsensymmetrisch zur
y-Achseist und durch den Punkt C geht.

o Weisen Sie nach, dass der Graph der Funktion k auch die Punkte B und D enthélt, wenn fir a
ein Wert eingesetzt wird, der zwischen 0,00072 und 0,00073 liegt.

K= (™ +e®)-L aso
a

Soweit in folgenden Teilaufgaben bendtigt, verwenden Sie a = 0,00073.

d) Zu Wartungszwecken soll ein Wagen angeschafft werden, der bis zu einem maximalen
Steigungswinkel von 28,1° auf dem Trageseil der Briicke entlang fahren kann.

Untersuchen und beurteilen Sie, ob der Wagen jeden Punkt der Trageseile zwischen Aund E
erreichen kann.

e) DielLangelL des Trageseils zwischen den Punkten B und D kann mit der Formel

berechnet werden.
Bestimmen Sie die Lénge L und runden Sie auf einen ganzzahligen Wert.

f) Zeigen Sie durch eine grobe Abschétzung, dass lhr in Aufgabenteil €) ermitteltes Ergebnisfur L in
einem realistischen Bereich liegt.

Falls Siein Aufgabenteil €) kein Ergebnis ermittelt haben, machen Sie eine grobe Abschétzung fiir
die Lange des Kurvenstiicks L.
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Behdorde fur Bildung und Sport Haupttermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Erwartungshorizont

Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
| I |1l

8@ | AusSymmetriegriinden gilt: | AB| =|DE|.

AB ist Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathetenlangen
152 mbzw. (1850 m—-1280m): 2=285m.

| AB| = /285" +152° =323.

Die Punkte A und B (bzw. D und E) sind 323 m voneinander entfernt. 10

b) | f(x)=ax®+b mit b=0, dader Punkt C auf der x-Achse liegt.

Durch Einsetzen der Koordinaten von D erhalt man

152=2-640° & a=—> .
51200

Die Funktion hat die Gleichung f (x) = B e
51200 10

) | Bedingung fir Achsensymmetrie: k(x) = k(—X)

1

i.(eax _|_e’ax)__
a

k(x)=
(X -
_a(— (— 1
:i,(e a(=x) 4 ga( X))__
2a a.

(— . 1

:i(ea( X)+eax)__

2a a

= k(-)
Prifung fir C(0|0):

kO)= (0 +e20) -1
2a a

1 1
- —.(1+D)-=

2a a
:———:0

a a

Prifung fir D(640|152) und a = 0,00072:

K(640) = 1 (eP00072:640 | o~0,00072:640y _ ! 150083.
2-0,00072 0,00072

Prifung fir D(640]152) und a = 0,00073:

k(640) I (00073640 | -0,00073640y _ _ 1 152243,
2-0,00073 0,00073
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Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
| I |1l

Wegen 150,083 < 152 < 152,243 ist der Nachweis erbracht. Wegen der Ach-
sensymmetrie gilt die Aussage auch fir den Punkt B. 10| 15

d) | Steigungswinkel der Strecken AB bzw. DE:

152
285

tan o

152
o =arctan—
285

o =28,072...

Dadie Kabel zwischen A und B bzw. D und E in der Redlitét nicht entlang der
geraden Verbindung verlaufen, sondern einen Durchhang haben miissen, ist
ihre maximale Steigung in der Nahe der Punkte B bzw. D deutlich grof3er als
28,07° sein, auch deutlich grof3er als 28,1°. Daher kann der Wagen auf den Ka-
belabschnitten zwischen A und B bzw. D und E nicht eingesetzt werden.

Der Wagen kann nicht jeden Punkt des Trageseils zwischen A und E erreichen.
Die Aufgabe ist damit gel6<t, da die Fragestellung beantwortet werden konnte.
Wird dagegen nur die nachfolgende Teilldsung erbracht, so kann daftir maxi-
mal die Halfte der Gesamtpunkizahl (hier: 13 Punkte) gegeben werden. Die
Hohe der Punktzahl hangt maRgeblich davon ab, ob in der Beurteilung des Er-
gebnisses der Rechnung deutlich wird, dass die Abschnitte von A nach B bzw.
von D nach E noch zu untersuchen sind.

Maximaler Steigungswinkel des Graphen von kim Punkt D:

k(x):z—t‘-(eaue—ax)—é

K'(X) :%(e""X —e ™

k/(640) _ %'<eo,ooo73«640 - e70,00073«640) —0,484....

(3 ~ arctan 0,484 ~ 25,8° .

Wegen 28,1° > 25,8° ist der Wagen folglich in der Lage, zwischen den Punkten
B und D jeden Punkt auf dem Kabel zu erreichen.

Falls zuerst dieser Teil bearbeitet wurde und danach die anderen beiden Ab-
schnitte des Trageseils, so kann auch mit der Skizze und den bisher berechne-
ten Werten argumentiert werden. 2| 5
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€) | Bestimmung der Trageseillange L im Intervall -640< x<640:
1 640
L=2-=-| (e +e ®)dx
5 f ( )
a 0
_ 1 .[(60,00073»640 . e—0,00073640) . (eo _e° )]
0,00073
~1327,076...
Die Kabellange zwischen den Punkten B und D betrégt ca. 1 327 m. 15| 5
f) | Diedirekte Verbindung der Punkte B und C bzw. C und D hétte die Lange:

2-4/152° + 640* =1315,604...~1315.
Die Summe der waagerechten und senkrechten Komponenten des Streckenzu-
ges BB'C'D betragt 2- (640+152) =1584.
Der in Aufgabenteil €) errechnete Wert fir L —némlich =1327 —liegt zwi-
schen diesen ,, Grenzen® und daher in einem realistischen Bereich. 10

Insgesamt 100 BWE| 20 | 60 | 20
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1.1 Fischzucht

Die Entwicklung einer bestimmten Fischpopulation in einem Flussim Laufe eines Jahres beschreibt
folgendes Modell:

b)

d)

Nur aus einem Viertel der Eier schltipfen junge Fische, die anderen Eier verenden.

Diese Fische werden nicht &ter alsdrei Jahre.

Von den jungen Fischen wéchst nur einer von 25 in eéinem Jahr zu einem erwachsenen Fisch
heran, der Rest stirbt.

Jeder zweite erwachsene Fisch Uberlebt ein weiteres Jahr und z&hlt dann zur Gruppe der alten
Fische.

Jeder erwachsene Fisch legt 50 Eier. Jeder alte Fisch legt sogar 100 Eier.

N = Anzahl der Eier

= Anzahl der jungen Fische
E = Anzahl der eewachsenen Fische
A = Anzahl der aten Fische

Benutzen Sie abkiirzend :

Stellen Sie das beschriebene Modell mit einem Graphen dar.

0 0 50 100
025 O 0 O

0O 004 0O O

0 0O 05 O

Die zum Modell gehdrende Populationsmatrix P lautet: P =

— Interpretieren Sie die erste Zeile der Matrix P im Sachkontext der Aufgabe.
— Geben Sie die Bedeutung des Matrixelements ps» an.
— Begrinden Sie, weshalb die Hauptdiagonale nur Nullen enthélt.

Die Fischpopulation setzt sich zum Untersuchungszeitpunkt aus 500 Eiern, 50 jungen Fischen,
6 erwachsenen Fischen und 3 aten Fischen zusammen. Berechnen Sie mit Hilfe der Popul ations-
matrix P die Fischpopulation nach einem und nach zwei Jahren.

Ermitteln Sie eine Startpopulation, aus der nach einem Jahr 600 Eier, 100 junge Fische, 3 erwach-
sene Fische und 4 alte Fische geworden sind.
Berechnen Sie den prozentualen Zuwachs der Fischpopulation.

Bestimmen Sie einen Anfangsbestand, der sich jedes Jahr reproduziert und der zusammen
106 junge, erwachsene und alte Fische enthélt.
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a) | Mit der Bezeichnung aus der Aufgabenstellung ergibt sich folgender Graph:
10
b) | Die erste Zeile der Populationsmatrix P enthélt die Geburtenraten der zugehori-
gen Altersklassen. Die Geburtenrate ist hier die Anzahl der Eier, dieim Laufe
eines Jahres von einem Individuum (Ei oder Fisch) in der zugehorigen Alters-
klasse gelegt wird. Eier und junge Fische bringen keine Eier hervor, weshalb die
beiden Matrixelemente p; ; und p; > jeweils Null sind. Nur erwachsene und alte
Fische erzeugen Eier in den angegebenen Stlickzahlen (pyz und py 4).
Das Matrixelement ps, = 0,04 gibt die Uberlebensrate der jungen Fische an.
Die Hauptdiagonal e enthalt nur Nullen, da kein Individuum in der zugehérigen
Altersklasse verbleibt. Die entsprechenden Anteile sind daher jeweils Null. 5110
0) N) (500
: . . — |J 50 ,
Die Startpopulation wird durch den Vektor x, = =l 6 beschrieben.
A 3

Fischpopulation nach einem Jahr:

0 0 50 100) (500 (600
P 025 0 0 0|50 |125
MEERE 004 0 Of|6] |2

0 0 05 O 3 3

Nach einem Jahr besteht die Population aus 600 Eiern, 125 jungen Fischen,
2 erwachsenen Fischen und 3 aten Fischen.
400

150
5
1

Fischpopulation nach zwei Jahren: x, = P-x =

Nach zwel Jahren besteht die Population aus 400 Eiern, 150 jungen Fischen,
5 erwachsenen Fischen und einem alten Fisch.

Alternativ kann der Bestand nach zwei Jahren auch iiber den Ansatz
X, =P2.x, errechnet werden.

20
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d)

Zur Ermittlung der gesuchten Startpopulation % wird folgender Ansatz be-
nutzt:
N 600 = 50E+100A
J 100 = 0,25N
. &
3 E 3 = 0,04J
A

4 = 0,5E
400

L6sen des LGS ergibt: x, =
2

Die Startpopulation % besteht also aus 400 Eiern, 75 jungen Fischen, 8 er-
wachsenen Fischen und 2 alten Fischen; ihr Gesamtbestand beinhaltet 485
,Objekte’. Der Bestand B, hach einem Jahr betrégt 707.

Somit ergibt sich ein prozentualer Zuwachs von ca. 45,8 %.

Volle Punktzahl wird auch vergeben, falls die Eier nicht zu den Individuen ei-
ner Fischpopulation gezahlt werden. In diesem Fall ergibt sich ein prozentua-
ler Zuwachs von ca. 25,9 %.

25

€)

Moglicher Losungsweg:
Fiir eine sich reproduzierende Population X gilt:

N N N = 50E+100A
—~ = J J J = 0,25N
X =P-x & =P- &

E E E = 0,04J

A A A = 0,5E

Das LGS hat unendliche viele Losungen. Mit dem Parameter t € N fur die An-
zahl der alten Fische ergeben sich zunédchst unendlich viele Populationsvekto-
200t

—~ | 50t
ren X =
2t
t
Die einschrdnkende Bedingung von zusammen 106 jungen, erwachsenen und
alten Fischen fiihrt schlieRlich auf nur einen moglichen Anfangsbestand X' :
J+E+A=50t4+2t+t=53t=106 & t=2.
400
. TE -~ [100
Setzt mant=2in x ein, sofolgt: x =
2

Der Anfangsbestand enthalt somit 400 Eier, 100 junge, 4 erwachsene und 2 alte
Fische.
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Alternativ kann die einschréankende Bedingung gleich beim Aufstellen des LGS
berticksichtigt werden:
Fir die sich reproduzierende Population ; gilt:
N = 50E +100A
. . J 0,25N
X =P-X 1 Xo+X+x=106 o E 0,04J
A = 0,5E
J+E+A = 106
Die Lésung dieses LGS filhrt auf dieo.a Losung X = (400;100;4;2)". 10 | 20
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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[1.2 Sessellift

In einer Gebirgsregion wird die Errichtung eines Sessellifts von einem Urlaubsdorf zu einem Aus-
sichtspunkt geplant. Das Dorf liegt auf einem ebenen horizontalen Plateau. Der Sessdllift soll im Dorf
beginnen. Der Hang vom Dorf zum Aussichtspunkt ist konkav, so dass das Trageseil direkt vom Dorf
zum Aussichtspunkt verlaufen kann. Uber diesen Hang, verl&uft auch eine waagerechte Telefonlei-
tung, die vom geplanten Sessellift Uberquert werden muss. Bevor mit dem Bau begonnen werden
kann, ist zu prifen, ob die aus Sicherheitsgriinden geforderte Hohendifferenz zwischen dem Seil des
Sessellifts (Trageseil) und der Telefonleitung eingehalten wird.

Hinweis: Fir die Bearbeitung der folgenden Aufgabenteile soll vereinfachend davon ausgegangen
werden, dass sowohl Telefonleitung als auch Trageseil geradlinig verlaufen, der Durchhang wird also
vernachlassigt.

In einem geeigneten K oordinatensystem kann das Plateau beschrieben werden als Teil der
x-y-Ebene. Die z-Achse zeigt lotrecht nach oben. Die Langeneinheit sei in allen Richtungen 100 m.

Die Telefonleitung verlauft auf der Geraden durch die Punkte
Fi(-2]-412,6)undF, (0|4 2,6).

Zunéchst wird geplant, dass der Sessellift im Dorf am Punkt S(—1 | -8 | 0) beginnen soll.
Der Aussichtspunkt hat die Koordinaten A (-1 | 10 | 12).

a) Zeichnen Sie die Punkte F4, F, die Telefonleitung und das geplante Trageseil des Sesselliftesin
das beiliegende K oordinatensystem ein (Anlage 1).
Begriinden Sie, dass diese Zeichnung fir die Bauplanung wenig aussagekréftig ist.

Zeichnen Sie deshalb die Punkte F;, F,, die Telefonleitung und das geplante Trageseil des Sessel-
liftes auch in eine Draufsicht der Gegend (Landkarte) in ein ebenes x-y-K oordinatensystem ein
(Anlage 2).

b) Bestimmen Sie den Winkel, den die Telefonleitung und das Trageseil des Sesselliftesin der
Draufsicht miteinander bilden.
Bestimmen Sie die Raumkoordinaten des Punktes R auf dem Trageseil, in dem der Sessellift
genau Uber der Telefonleitung verlauft, und entscheiden Sie, ob die geforderte Hohendifferenz
von 5 m eingehalten wird.
Begriinden Sie, warum vermutlich die Planer den Punkt S so gelegt haben, wie angegeben.

c) EinHote liegt in raumlicher N&he des geplanten Startpunktesim Punkt H; (0 |8 | 0).
Die Besitzer zweier anderer Hotels—H, (6 -8 |0) und Hs (3 |-5 | 0) —im Dorf sehen in dem ge-
planten Startpunkt einen unzuldssigen Vorteil fir das erste Hotel und stellen einen Antrag auf Ver-
legung des Startpunktes. Der Antrag wird vom Gemeinderat angenommen und zwar so, dass der
neue Startpunkt des Liftes von alen drei Hotels gleich weit entfernt ist.
Bestimmen Sie die Koordinaten des neuen Startpunktes und tragen Sie diesen Punkt und das neue
Trageseil in die Draufsicht (Anlage 2) ein.

d) Begriinden Sie, dass das verlegte Trageseil die Telefonleitung in unverénderter Hohe quert.

Untersuchen Sie auch die Fragen, ob das neu geplante Trageseil 1énger und ob es steiler als das
urspriinglich geplante Trageseil sein misste.
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Diese Skizze ist nicht aussagekréftig, da die Perspektive nichts tber den Hohen-
abstand von Telefonleitung und Trageseil des Sesselliftes aussagt. Auch ist nicht
zu erkennen, welchen Winkel Richtungsvektoren dieser beiden Objekte bilden.

Skizze, siehe Losung zu c).

10| 5

b)

Telefonleitung und Trageseil verlaufen in der Draufsicht senkrecht zueinander
und schneiden sich im Punkt mit den Koordinaten (-1 | -4 | 0). Lotrecht Uber
diesem Punkt muss die Hohendifferenz von Telefonleitung und Trageseil be-
stimmt werden.

Die Telefonleitung hat konstant die Hhe 260 m.
Vom Trageseil sind — ausgehend vom Talpunkt S— bis zum betrachteten Uber-

guerungspunkt 1—2 der Gesamtdifferenz in y-Richtung erreicht, also auch 1_4; der

Gesamthohendifferenz von 1200 m, mithin ungeféhr 267 m. Die Héhendifferenz
von Trageseil und Telefonleitung betragt also an der Uberquerungsstelle ca. 7 m,
der geforderte Abstand wird also eingehalten.

Fur den Punkt Rgilt: R(—1|—4| 2,6).
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Alternativ:
-1 0
Das Trageseil verlauft entlang der Geraden x=|—8|+X-|18|. Zur Bestim-
0 12
mung der Koordinaten von R ist jenes z gesucht, fir dasy = —4 gilt:
—8+18-N\=-4
18-x=4
=22
18 9
-1 0 -1
Eingesetzt in die Geradengleichung ergibt sich; | —8 +1—A{'3- 18|=|—-4|.
0 12

w|oo

Der Punkt R hat damit die Koordinaten R (=1 |4 | 2,6). Mit einer Hohe von ca.
267 m liegt er damit knapp 7 m Uber dem Telefonkabel. Der Abstand wird ein-
gehalten.

Eine andere Wahl des x-Wertes fir den Startpunkt des Sesselliftes wiirde bei
gleichem y-Wert das Trageseil unnétig verlangern und damit zusétzliche Kosten
verursachen. Der y-Wert sorgt fur die Einhaltung eines sinnvollen Abstandes
von Tragesell zur Telefonleitung.

10| 30

<)

Trégt man die Hotelkoordinaten in die 2. Vorlage ein, erkennt man entweder
unmittelbar, dass fir den neuen Startpunkt M des Sesselliftes gilt: M (3-8 0).

Oder man wird die Koordinaten von M berechnen:

Wegen der Abstandsbedingung muss M auf der Mittel senkrechten von m
und der Mittelsenkrechten von z.B. H,H, liegen.

Die Mittelsenkrechte von H,H, hat die Gleichung x = 3.

Die Mittelsenkrechte von H,H, geht durch den Punkt (22|22 |0) =

(1,5|—6,5|0) und hat die Steigung m= —%: —1.

3
Damit gilt fir die Mittelsenkrechte von H,H, :
—6,5=-1-1,5+b und b=-5,as0 y=—x-5.

Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von H,H, mit der Mittelsenkrechten von
HH,:

Fir x = 3 erhdlt man y=—-3—5=—8. Der Schnittpunkt und damit der Punkt M
hat die Koordinaten (3| -8 0).
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A
Aussichtspunkt % 101

y

.

Telefonleitung E
! EEr S SECEEETTEE EEr e e e e e e e e LN

assel|[esses |
N

Hotel 3

I
I
I
I
>I< -8% X
S Hotel1 M Hotel 2 25

d) | DaM und Sden gleichen y-Wert (und natiirlich z-Wert 0) haben, wiederholt sich
die Argumentation bzw. Berechnung von c). Das neue Trageseil Uberquert die
Telefonleitung in gleicher Hohe wie die alte (allgemein gilt dieses Argument fUr
Startpunkte, die auf einer horizontalen Parallelen zur Telefonleitung verlaufen).
Man erkennt auch unmittelbar, dass unter den Punkten im Dorf mit gleichem
y-Wert derjenige mit dem x-Wert —1 (dem x-Wert von A) den kiirzesten Abstand
zu A hat.

(Man kann dabei Uber den Vergleich von Kathete und Hypotenuse in dem
rechtwinkligen Dreieck MAS argumentieren).

Das Trageseil der neuen Planung ist also langer als das der aten und damit
natirlich weniger steil, weil ja die gleiche Hohendifferenz Gberwunden werden
Muss. 20

Insgesamt 100 BWE| 20 | 60 | 20
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1.1 Schrauben STOCHASTIK 1

Bei einer Firma, die Schrauben herstellt, gibt es zwel Qualitdten, die beidein Kartons zu je 10 000
Stiick verpackt werden. Die hdhere Qualitét A wird zum Beispiel an Maschinenbauer verkauft, bel
denen die Exaktheit des Profils sehr wichtig ist. Man weil3, dass 98 % dieser Schrauben ein brauchba-
res Profil haben. Die mindere Qualitét B wird zum Beispiel an Baumérkte verkauft, erfahrungsgemald
sind nur 70 % dieser Schrauben im Profil so exakt, dass z.B. ein Maschinenbauer damit etwas anfan-
gen konnte, fir Heimwerker ist dies aber nicht problematisch.

a) Auseiner Kiste der Qualitét B werden 10 Schrauben entnommen und auf das Profil geprift.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

¢ alle Schrauben von brauchbarem Profil sind,
e genau 9 von brauchbarem Profil sind,

¢ mindestens 8 von brauchbarem Profil sind.
(Kontrollergebnisse: 0,0282; 0,1211 und 0,3828)

Wenn die 10 Schrauben aus einer Kiste der Qualitét A entnommen und auf das Profil geprift werden,
gilt entsprechend: P(,,alle Schrauben von brauchbarem Profil*) = 0,8171,

P(,,genau 9 Schrauben von brauchbarem Profil*) = 0,1667 und

P(,, mindestens 8 Schrauben von brauchbarem Profil“) = 0,9991.

Fir den Fall, dass eine Kiste ohne Beschriftung ist, hat man keinen Anhaltspunkt, welche Qualitét in
der Kiste ist, da beide Qualitéten in gleicher Stiickzahl produziert werden. Das heif3t, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass es sich um eine Kiste der Qualitat A handelt, 50 % ist. Es werden nun aus einer
Kiste ohne Beschriftung 10 Schrauben entnommen und auf das Profil geprft.

b) Bestimmen Sie in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit, dass
¢ adle Schrauben von brauchbarem Profil sind
e genau 9 von brauchbarem Profil sind
¢ mindestens 8 von brauchbarem Profil sind.

¢) Nun ergab die Priifung der 10 Schrauben, dass davon genau 9 ein brauchbares Profil haben.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um eine Kiste der Qualitat A handelt.

Als Mitarbeiter des Schraubenherstellers werden Sie aufgefordert, eine Entscheidungsregel aufzustel-
len, mit der auf Grund des Ergebnisses der Priifung von 10 Schrauben entschieden wird, ob die Kiste
asQualitat A oder als Qualitét B verkauft werden soll. Eine mégliche Entscheidungsregel ist, dass Sie
sich bis zu der Grenze von 8 Schrauben mit brauchbarem Profil fir Qualitét B entscheiden und bei
mehr al's 8 brauchbaren Schrauben fir Qualitéat A.

d) Geben Sie die beiden denkbaren Fehlentscheidungen an.

€) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es bei dieser vorgegebenen Entscheidungsregel zu
einer Fehlentscheidung kommt.
Bestimmen Sie ebenso diese Wahrscheinlichkeit fur die Grenze 9.
Beurteilen Sie, welche Entscheidungsregel die sinnvollereist.
Hinwels. Bedenken Se, dass einerseits die Qualitét ener Kiste unbekannt ist und andererseits die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlentscheidung davon abhangt. (Kontrollergebnis: 0,0828)

Ihr Chef meint, man sollte nicht nur die Wahrscheinlichkeiten betrachten, denn die beiden Fehler sind

nicht gleichwertig. Verkauft man fal schlicherwei se eine Kiste hoher Qualitét als Kiste minderer Quali-
tét, so tritt als Konsequenz eine Erldsminderung ein, also ein Verlust von 600 Euro. Wenn aber einem

Maschinenbauer eine minderwertige Qualitat geliefert wird, so betrégt als Konsequenz dieser Fehlent-
scheidung der Verlust fur Ihre Firma nach Schétzung Ihres Chefs 1 100 Euro.

f) Ermitteln Sie unter dieser VV orgabe den erwarteten Verlust bel den beiden Entscheidungsregeln aus
Teil €) und entscheiden Sie, welches nun die kostengiinstigere Grenze ist.
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a) | Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Schrauben brauchbar sind, ist 0,7*° = 0,0282 .

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau 9 Schrauben brauchbar sind, ist
10-0,7°-0,3=0,1211.

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8 Schrauben brauchbar sind, ist
10 6 ~ oo
g -0,7°-0,3°=0,2335.

Alsoist die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 8 Schrauben bravich-
bar sind, 0,3828. 15| 10

b) | Hier muss nur zwischen den beiden W. fir die Qualitaten gemittelt werden, da
die W. fir jede Kiste zun&chst 0,5 betragt.

0,5-(0,0282+0,8171) = 0,4227

0,5-(0,1211+ 0,1667) = 0,1439

0,5-(0,3828+0,9991) = 0,6910.

Wenn dieser Teil nicht gel6st werden kann, kénnen dennoch alle weiteren Auf-

gabenteile bearbeitet werden. Die Mittelwertbildung ist nicht ganz nahe liegend,
eigentlich steht ja ein Baumdiagramm dahinter. 10

¢) | Mittels einem Baumdiagramms, durch das Rechnen mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten oder aus dem Vergleich der Wahrscheinlichkeiten fiir ,,genau 9
brauchbare* erhélt man, dass die Wahrscheinlichkeit fir Qualitat A

_ 01667 _ 4 5702 betrigt.
0,1667 + 0,1211 20

d) |Beispielsweiseist Fehler 1, dass man sich fir die hohe Qualitét entscheidet,
obwohl es die mindere Qualitét ist. Fehler 2 ist, dass man sich fur die mindere
Qualitét entscheidet, obwohl es die hohe Qualitét ist. 10

€) |Wiein Teil b) muss hier gemittelt werden bzw. ein Baumdiagramm gezeichnet
werden.

Grenze ,genau 9 brauchbare”: Die Wahrscheinlichkeit fur Fehler 1 ist 0,0282
und fur Fehler 2 ergibt sich 1 —0,8171 = 0,1829, die Wahrscheinlichkeit ist
0,5-(0,0282+0,1829) = 0,1056 .

Grenze ,genau 8 brauchbare”: Die Wahrscheinlichkeit fir Fehler 1 ist 0,0282 +
0,1211 = 0,1493 und fur Fehler 2 ergibt sich 1 —0,8171 —0,1667 = 0,0162, die
Wahrscheinlichkeit ist 0,5-(0,1493+ 0,0162) = 0,0828.

Die Wahrscheinlichkeit ist bei der Grenze ,,genau 8 brauchbare" niedriger, also
ist das die sinnvollere Entscheidungsregel.

Alle benétigten Wahrscheinlichkeiten sind in Teil a berechnet bzw. in der Auf-
gabe gegeben; insofern ist hier nur Verstéandnis und kaum Rechnung gefragt. 5 110
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f) | Hier missen die Wahrscheinlichkeiten mit den entstehenden Kosten gewichtet
werden. Der 1. Fehler kostet 1 100 €, der Fehler 2 aber nur 600 €.

Grenze ,genau 9 brauchbare”: Die erwarteten Verluste sind
0,5-0,0282-1100 €+ 0,5-0,1829-600 € = 70,38 € .

Grenze ,genau 8 brauchbare”: Die erwarteten Verluste sind
0,5-0,1493-1100 €+ 0,5-0,0162- 600 € = 86,98 € .

Die erwarteten Verluste sind bei der Grenze ,,genau 9 brauchbare” niedriger,
also ist das die sinnvollere Entscheidungsregel . 10 | 10

Insgesamt 100BWE| 25 | 55 | 20
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STOCHASTIK 2
1.2 Sammelbilder

Zur FuRpall-WM 2006 gab es ein Sammelalbum, in das 596 verschiedene Bilder eingeklebt werden
konnten. Die Bilder wurden in Titen zu 50 Cent verkauft. In jeder Tiite waren funf verschiedene Bil-
der.

a) Jemand behauptet: , Es gibt mehr als 100 Milliarden Mdglichkeiten unterschiedliche Tlten zu
packen.” Untersuchen Sie, ob diese Behauptung (fir die Anzahl der M&glichkeiten, finf verschie-
dene Bilder in eine Tite zu packen) stimmt.

Nehmen Sie zun&chst an, dass alle Bilder in gleicher Anzahl gedruckt worden wéren. Die Verteilung
der Bilder auf die Titen soll vorgenommen werden als zuféllige Ziehung ohne Zuriicklegen von 5
Bildern aus einem vollstéandigen Bildersatz (wie die Ziehung von Lottozahlen). Nehmen Sie auch an,
dass die einzelnen ,, Flllungen” der Tlten stochastisch unabhéngig voneinander gewesen waren.

Das Bild von Ronadinho, dem Weltful3ballspieler des Jahres 2005, war ein begehrtes Sammel objekt.

b) Begrinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, das Bild von Rona dinho beim Kauf einer Sammel-
tite zu erhalten, den Wert S hatte.
596

¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, genau ein Bild von Ronaldinho beim Kauf von drei Sam-
meltiten zu erhalten.

Wir nehmen jetzt an, dass Spielerbilder von Spielern, die nicht so beliebt waren, vom Verlag haufiger
gedruckt und verteilt werden und ebenso die Bilder von besonders beliebten Spielern seltener gedruckt
und verteilt werden.

Wir nehmen weiterhin an, dass ein bestimmtes wenig begehrtes Spielerbild mit der Wahrscheinlich-
keit von p = 0,02 in einer Tute vorkommt.

d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Spielerbild in zehn zuféllig ausgewahlten
Sammeltiten mindestens einmal enthalten ist.
Vergleichen Sie diese Wahrscheinlichkeit mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit, wenn von
allen Bildern gleich viele gedruckt worden wéren.

Wir nehmen jetzt weiterhin an, dass 20 besonders beliebte Spieler lediglich jeweils mit einer Wahr-
scheinlichkeit von p = 0,001 in einer Tite zu finden sind.
Annahat von diesen 20 besonders beliebten Spielern bereits 12 in ihrer Sammlung.

€) Begriinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit fir Anna, beim Kauf der nchsten Tiite mindestens
einen weiteren der ihr noch fehlenden beliebten Spieler vorzufinden, ungeféahr 0,8 % betragt.

f) Annakauft solange weitere Tiiten, bis sie (mindestens) einen weiteren der ihr noch fehlenden be-
liebten Spieler in ihrem Besitz hat. Bestimmen Sie die Ausgaben, mit denen Anna rechnen muss.
Bestimmen Sie dazu die erwartete Anzahl mvon Tten (also einen Erwartungswert!), die Anna
noch kaufen muss, bis sie mindestens einen weiteren der 20 beliebten Spieler in ihrer Sammlung
hat. Begriinden Sie dazu die folgende Gleichung: m=1-0,008 + (1+ m)-0,992.
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Fir die Anzahl der Moglichkeiten muss [526] berechnet werden. Das Ergebnis

ist etwa 616 Milliarden, so dass der Behauptung (,,...mehr als 100 Milliarden...”)
zugestimmt werden muss.

b)

Ereignis R =, Ronaldinho ist in einer zuféllig gezogenen Tite.”

ESQSJ
o . : 4 5
Fir jede Ziehung ist P(R) =® =% .

5

15

Das dreimalige Kaufen von Titen entspricht einer dreistufigen Bernoulli-K ette
in Bezug auf das Vorkommen von ,, Ronaldinho*.
X sei die Anzahl der Titen mit , Ronaldinho®.
5 ' (591
DannistP(X = 1) = 3[—] [—
596

2
] ~0,0247 ~ 2,5%.
596

10

d)

10
P =1-(0,98)° ~18% p-1-[ 2] g%
596

Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Bild der weniger gefragten Bilder zu
bekommen, ist beim Kauf von 10 Titen durch die , Manipulation* also von 8 %
auf 18 % gestiegen.

10| 10

Annafehlen noch 8 der beliebten Spieler. Eine nahe liegende und einfache
Rechnung besteht darin, den genannten Wert 0,001 mit 8 zu multiplizieren, um
die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu errechnen, dass Annain einer Tute mindes-
tens ein neues beliebtes Bild findet. Dies wéare dann vdllig korrekt, wenn das
gemeinsame Auftreten von mehreren der noch fehlenden Spieler in einer Tite
ausgeschlossen waére. Dasist zwar nicht der Fall, aber sehr unwahrscheinlich, so
dass diese Rechnung immerhin ndherungsweise korrekt ist.

Bemerkung: Man sollte fur diesen Aufgabenteil nur die halbe Punktzahl geben,
wenn die genannte Rechnung ohne einen entsprechenden Hinweis auf den Nahe-
rungscharakter der Losung erfolgt. Die folgende exakte Losung wird nicht er-
wartet:

Einen exakten Wert fur die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhélt man, indem man
zunéchst die Argumentation von b) umdreht und daraus schliefdt, dass jeweils
von 5000 Bildern je eines der 20 besonderen Bilder gedruckt werden muss.
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5000
Man kann dann[ c J gleichwahrscheinliche verschiedene Mdglichkeiten

betrachten, aus diesen 5000 Bildern eine Tite zu fillen. Da es unter den 5000
Bildern 8 beliebte Bilder gibt, die Annanoch nicht hat, besteht dann das Gegen-
ereignis dazu, dass Annain einer Tite mindestens ein neues beliebtes Bild fin-
det, aus Auswahlen, die keins der 8 noch fehlenden beliebten Bilder enthalten,

4992
davon gibteﬁ[ 5 J

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass Annain einer Tite mindestens einen
neuen beliebten Spieler vorfindet betragt al so:

4992
P_1_ [ 5 J 1 4992! 5! 4905! 1- 4992 - 4991.- 4990- 4989 - 4988

5000 ~ 51.4987!  5000! 5000- 4999 4998 4997 - 4996
5
=0,798%.

10 | 10

f)

Entweder kommt in der ersten gezogenen Tte ein neuer beliebter Spieler vor,
dann betrégt die betrachtete Anzahl 1,

oder Annafindet in der ersten Tite keinen neuen beliebten Spieler, dannist sie
wieder in der Ausgangssituation:

bis mindestens ein neuer beliebter Spieler auftaucht, ist die erwartete Anzahl an
zu kaufenden Titen dann aber um 1 grof3er als m.

Die Mathematisierung dieser Uberlegung fiihrt auf die (lineare) Gleichung
m=1-0,008 + (1+ m)-0,992, die die Losung mzﬁ =125 hat.

Im Mittel muss Annaalso noch 125 Taten (fir 62,5 €) kaufen, bis sie einen wei-
teren der beliebten Spieler inihrem Besitz hat.

10 | 10

Insgesamt 100 BWE

25| 55| 20
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