




















Stochastik Leistungskurs Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik

Aufgabe 4 Buchungsrisiken

Das Reisebiiro , KONTAKTE® vermittelt Pauschalreisen fiir Alleinreisende in das Hotel ,,CLUB
FROHSINN®. In der Hauptsaison steht dem Reisebiiro ein Kontingent von 100 Plitzen zu, die immer
ausgebucht sind. Erfahrungsgemil werden kurz vor Reisebeginn 5 % der gebuchten Plitze abgesagt.

a) Beschreiben Sie, unter welchen Umsténden es sinnvoll ist, die Anzahl X der in der Hauptsaison
kurzfristig absagenden Reisekunden als binomialverteilt anzunehmen? Diskutieren Sie diese Frage
auch fiir den Fall, dass das Reisebiiro Plitze fiir Gruppen und Familien anbietet.

Im Weiteren soll angenommen werden, dass die in a) genannte Zufallsgrof3e X binomialverteilt ist.

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in der Hauptsaison fiir einen bestimmten Termin

- genau 5 Reisegiste,

- mindestens 3 Reisegiste,

- hochstens 4 Reisegiste,

- 3 oder 4 Reisegéste kurzfristig absagen?

Das Reisebiiro lidsst Uberbuchungen zu. In der Hauptsaison nimmt es pro Reise 102 Buchungen an
und geht das Risiko ein, dass es bei zu wenigen Absagen grofen Arger gibt.

c) Ermitteln Sie, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass mindestens ein Reisegast seine gebuchte
und auch wirklich gewlinschte Reise nicht antreten kann?

d) Nehmen Sie an, dass alle buchenden und nicht absagenden Kunden jeweils 200 € Gewinn einbrin-
gen, dass aber Kunden, welche die gebuchte Reise antreten wollen und nicht konnen, fiir das Rei-
sebiiro einen Verlust von 1 200 € bedeuten.

Welche Gewinnerwartung hat das Reisebiiro pro Reisetermin in der Hauptsaison an der Vermitt-
lung von Platzen im ,,CLUB FROHSINN*?
Beurteilen Sie, ob es sich fiir das Reisebiiro lohnt, Uberbuchungen zuzulassen?

e) Begriinden Sie, dass das Reisebiiro pro Reisetermin in der Hauptsaison 103 Buchungen zulassen
sollte, wenn die Gewinnerwartung maximal sein soll.

Wird die Tabelle zur Binomialverteilung im Anhang verwendet, dann sollte dargestellt werden, wie die
abgelesenen Werte prinzipiell zu berechnen sind.
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Aufgabe 5 Bogenschiel3en

Dieter ist von seinen Fahigkeiten als Bogenschiitze sehr {iberzeugt. Er prahlt herum, dass er nur ganz
selten mehr als 1 dm neben den Mittelpunkt der Zielscheibe trifft. Sein Freund Herbert — auch ein
Mathematiker — meint, er solle doch mal eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (Wahrscheinlichkeits-
dichte) fiir die Entfernung x der Einschiisse zum Mittelpunkt bei seinen Bogenschiissen angeben.

Dieter behauptet: Nehmen wir die 1 dm als eine Lingeneinheit, so treffe ich in einem Abstandsinter-
vall von 0 bis 1 Langeneinheiten mit konstanter Wahrscheinlichkeit, fiir die Einschiisse mit einem
groferen Abstand x vom Mittelpunkt der SchieBscheibe nimmt die Wahrscheinlichkeit mit x * bezogen
auf den Abstand x ab.

a) Vergleichen Sie die Funktion g mit den gemachten Angaben und bestimmen Sie a so, dass g wirk-
lich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt (g wird dann auch Dichtefunktion genannt).

a fir 0<x<l1
g:x—3a-x"  fir l<x
0 sonst

b) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Streuung fiir den Abstand der Einschiisse vom Mit-
telpunkt der Zielscheibe.

¢) Nachdem dies nun alles berechnet ist, fordert Herbert Dieter auf, seine Bogenkiinste zu zeigen. Sie
verabreden, dass Herbert ihn nur auslacht, wenn Dieter mindestens 2 Langeneinheiten daneben
schieft.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis unter den von Dieter gemachten Anga-
ben.

d) Die beiden haben verabredet, dass Dieter zum Beweis seiner Kiinste 4-mal schief3t.

Bestimmen Sie unter den von Dieter gemachten Angaben die Wahrscheinlichkeit, dass Herbert
keinen Anlass zum Lachen bekommt.

e) Dieter schiefit nun viermal mit dem Ergebnis, dass der Pfeil dreimal derart weit weg vom Mittel-
punkt der Scheibe landet, dass Herbert sich jedes Mal vor Lachen ausschiittet.

Beurteilen Sie unter Beachtung dieser SchieBleistung die von Dieter gemachten Angaben.
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Aufgabe 6 Blutspenden

Zentrale schriftliche Abiturpriifung, Hamburg 2005

Jeder Mensch hat Blut einer bestimmten Blutgruppe. Die folgende Tabelle zeigt die Haufigkeit des
Auftretens von drei Blutgruppen in einer Bevolkerung:

Blutgruppe | AB rh— B Rh+ A Rh+
. 1 1 1
Anteil 100 100 3

a) Es werde eine feste Anzahl von zufillig herausgegriffenen Blutspendern betrachtet.

e Unter welchen Umstidnden ist es sinnvoll, die Anzahl X der Personen unter den Blutspendern,
die eine bestimmte Blutgruppe haben, als binomialverteilt anzunehmen?

e Beschreiben Sie eine Situation, in der die Voraussetzungen einer Binomialverteilung nicht er-
fiillt sind.

Im Folgenden soll angenommen werden, dass die in a) genannten Zufallsgréen X tatsdchlich binomi-
alverteilt ist.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter
e 100 Blutspendern genau 11 Blutspender mit der Blutgruppe B Rh+ sind,
e 100 Blutspendern hochstens einer mit der Blutgruppe AB rh— ist,
e 50 Blutspendern mindestens 15 Blutspender mit der Blutgruppe A Rh+ sind,

e 2500 Blutspendern mindestens 800 Blutspender und hochstens 900 Blutspender mit der Blut-
gruppe A Rh+ sind.

¢) Berechnen Sie, wie viele Spender man mindestens bendtigt, um mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 99 % mindestens einen Spender mit der Blutgruppe AB rh— zu finden.

Man kann davon ausgehen, dass in Deutschland ein Anteil von 1 %o unter den mdglichen Blutspendern
mit Pracortal-Retroviren infiziert ist.

Jede Blutspende wird auf die Précortal-Retroviren getestet. Der dafiir verwendete Test erkennt eine
vorhandene Infektion mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 %. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 2 %
zeigt der Test eine Infektion auch bei nicht infiziertem Blut an.

d) Blutspender werden nach der Spende iiblicherweise iiber den Ausgang des Tests informiert. Be-
stimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem zuféllig ausgewihlten Spender das Test-
ergebnis fehlerhaft ist.

e) Bei einer Person weist der Test auf eine Infektion hin. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
diese Person dennoch nicht infiziert ist. Interpretieren Sie diesen Wert.

f) Die Testentwickler wollen den Test verbessern im Hinblick auf das erstaunliche Resultat von e).
Da bisher der Test bei 2 % der nicht infizierten Personen dennoch auf eine Infektion hinweist, ver-
suchen sie, diesen Prozentsatz zu senken.

Ermitteln Sie den Wert, auf den er gesenkt werden miisste, damit die in e) bestimmte Wahrschein-
lichkeit immerhin bei 50 % liegt.
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Aufgabe 7 HIV-Test

Erschienen und diskutiert in der Zeitschrift Stochastik in der Schule, Bd.21 (2001), Heft 1, S.8 ff- in
einem Aufsatz von Achim Quermann, von der AEG bearbeitet und verdndert.

Man geht davon aus, dass in der BRD von den ca. 40 Millionen sexuell aktiven Personen im Alter von
18 Jahren bis 60 Jahren etwa 50 000 mit HIV infiziert sind.

a)

b)

g)

In einem Labor werden Blutproben auf das HIV-Virus untersucht. Die Proben entstammen einer
reprasentativen, sehr grof3en Stichprobe.

Unterstellen Sie, dass es einen 100 % sicheren Test zum Nachweis einer HIV-Infektion gibt. Ein
positives Testergebnis bezeichnet eine HIV-Infektion.

Berechnen Sie die nétige Anzahl von Proben, um mit mindestens 99 %-iger Wahrscheinlichkeit
wenigstens ein positives Testergebnis zu erhalten?

Fiir einen tatsdchlich vorhandenen Test gilt Folgendes:

- Eine infizierte Person wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,8 % positiv getestet.

- Eine nicht infizierte Person wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % negativ getestet.
Rechnen Sie nach, dass eine als positiv getestete Person nur mit ca. 11 % Wahrscheinlichkeit tat-
séchlich infiziert ist.

Losen sie den Aufgabenteil a) erneut. Legen Sie dabei den in b) beschriebenen Test zu Grunde.
Beurteilen Sie den deutlichen Unterschied zwischen den Ergebnissen.

»Der Test aus Aufgabenteil b) hat kaum eine diagnostische Aussagekraft.” Interpretieren Sie diese
Aussage, indem Sie die a-priori- und a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten fiir einen Infizierten ver-
gleichen.

Erldutern Sie, welche Schlussfolgerungen eine Person fiir sich ziehen kann, die positiv getestet
worden ist. Beriicksichtigen Sie dabei auch den personlichen Lebenswandel der Person.

Ein neues Medikament lindert angeblich den Krankheitsverlauf bei mindestens 40 % der Aids-
Erkrankten, d.h. er wird positiv beeinflusst. Die Behandlung von 100 Aids-Patienten soll als Nach-
weis dienen.

Bestimmen Sie eine Entscheidungsregel fiir einen stochastischen Signifikanztest auf dem 5 %-
Niveau, mit dem versucht werden kann, diese Behauptung zu untermauern.

Bestimmen Sie fiir ,,wahre Werte der Linderungsquote* des Medikaments den Fehler 2. Art fiir die
gefundene Entscheidungsregel. Legen Sie dazu im Bereich von 40 % bis 60 % in 10 %-Schritten
eine Wertetabelle fiir die Linderungsquoten mit den zugehorigen Fehlern 2. Art an. Interpretieren
Sie diese Tabelle.

Benutzen Sie dabei die Integral-Ndherungsformel von De Moivre/Laplace.

Welche Entscheidungsregel fiir die Untersuchung in f) werden Zweifler an der Wirksamkeit des

Medikaments festlegen? Begriinden Sie Thre Antwort.
Benutzen Sie auch hier die Integral-N&herungsformel von De Moivre/Laplace.
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Aufgabe 8 Kugelschreiberproduktion

Zentrale schriftliche Abiturpriifung, Hamburg 2005

Eine Firma stellt Kugelschreiber her, die die Abnehmer als Werbegeschenke fiir ihre Kunden nutzen.
Bei der Produktion treten zwei voneinander unabhéngige Fehler auf: defekte Mechanik (3 %) und
defekte Mine (2 %).

a)

b)

d)
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Ein Kugelschreiber wird zufillig der laufenden Produktion entnommen.
e Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Kugelschreiber sowohl eine defekte Mechanik
als auch eine defekte Mine hat.

e Zeigen Sie, dass der Kugelschreiber mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95 % fehlerfrei ist.

e FEin Qualitétspriifer priift zehn zufdllig der Produktion entnommene Kugelschreiber. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Kugelschreiber fehlerhaft ist.

e Aus langer beruflicher Erfahrung meint der Qualitétspriifer, dass er mindestens 100 Kugel-
schreiber priifen muss, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 % auch mindestens
einen defekten Kugelschreiber zu finden.

Beurteilen Sie die Aussage des Qualitétspriifers.

Die Kugelschreiber werden zu je 50 Stiick in Schachteln verpackt.
e Bestimmen Sie die durchschnittliche Anzahl defekter Kugelschreiber in einer Schachtel.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass diese Durchschnittszahl nicht tiberschritten wird.
An einen Abnehmer liefert die Herstellerfirma Sendungen zu je 20 Schachteln.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Sendung genau 50 defekte Kugelschrei-
ber enthélt.

e Interpretieren Sie Ihr Ergebnis unter Beriicksichtigung der Bemerkung eines ,,stochastischen
Laien®, dass die berechnete Wahrscheinlichkeit ihm sehr niedrig vorkommt (unter 10 %).

Die Herstellungskosten eines Kugelschreibers betragen 0,30 €. Der Herstellerbetrieb strebt einen
Reingewinn von 10 % an. Die Abgabe der Kugelschreiber erfolgt fiir 0,40 €. Allerdings wird der
Reingewinn dadurch verringert, dass sich der Betrieb den Abnehmern gegeniiber verpflichtet hat,
defekte Kugelschreiber zuriick zu nehmen und durch extra gepriifte zu ersetzen. Pro Ersatz entsteht
1 € an zusétzlichen Kosten.

Beurteilen Sie, ob unter diesen Bedingungen der angestrebte Gewinn voraussichtlich erwirtschaftet
werden kann.

Ein GroBabnehmer dieses Herstellerbetriebes erhilt ein Angebot eines Konkurrenten. Dieser bezif-
fert den Anteil fehlerfreier Kugelschreiber in seiner Produktion auf mindestens 98 %. Da es sehr
argerlich ist, defekte Werbegeschenke zu verteilen, beschlie8t der GroBBabnehmer mit einem Signi-
fikanztest auf dem 5 % Niveau, das Angebot des Konkurrenten zu priifen, indem eine Probeliefe-
rung von 50 Kugelschreibern auf Fehlerfreiheit untersucht wird. Bei der Frage, wie das Ergebnis
nach Durchfithrung des Tests auszuwerten sei, kommt es zu einem Streit zwischen zwei Mitglie-
dern der Geschiftsleitung:

e A hat hohes Vertrauen in das Angebot des Konkurrenten und meint, man solle es nur ablehnen,
wenn signifikant deutlich wird, dass das Versprechen des Konkurrenten nicht stimmt.

e B hilt den Konkurrenten fiir unsolide und schldgt vor, das Angebot nur anzunehmen, wenn si-
gnifikant deutlich wird, dass der Konkurrent wirklich besser ist als die alte Lieferfirma.

Beurteilen Sie, bei welchen Priifergebnissen A und bei welchen Priifergebnissen B den Hersteller
wechseln wiirde.
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Aufgabe 9 Modegeschafte

Die Aufgabenteile a) und c) basieren auf Station 15 in ,, Lernen an Stationen, Matrizenrechnung *
(www.learn-line.nrw.de/angebote/selma/foyer/projekte/dinslakenproj3/).

In der Innenstadt sind drei Modegeschifte mit &hnlichem Angebot: BlueBlack, Goldie X und Jeans-
House. Die Geschiftsfiihrerin von BlueBlack gibt eine Untersuchung iiber die Kundenwanderung zwi-
schen diesen drei Geschéften in Auftrag.

Das beauftragte Institut macht eine Umfrage, die ergibt:

e 60 % der Kunden von BlueBlack, die dort innerhalb eines Monats eingekauft haben, kaufen dort
auch im Folgemonat, wihrend 25 % zu Goldie X und 15 % zum JeansHouse abwandern.

e Goldie X bleiben 55 % der Kunden im Folgemonat treu, 20 % wandern jedoch zu BlueBlack ab
und 25 % zum JeansHouse.

e Das JeansHouse schaffte es, sogar 70 % seiner Kunden an sich zu binden, verliert aber jeweils
15 % an BlueBlack und Goldie X.

Im untersuchten Monat kauften bei BlueBlack 2 700 Personen, bei Goldie X 2 000 und im JeansHouse
3 200.

a) Stellen Sie die Kundenwanderung in einer Tabelle oder mit einem Graphen dar.

Die Geschiéftsfiihrerin interessiert die in diesem Modell zu erwartende Kundenverteilung in den nichs-
ten 6 Monaten, um iiber geeignete Werbemalinahmen entscheiden zu kdnnen.

b) Berechnen Sie die zu erwartende Kundenverteilung nach 1 Monat. Geben Sie zwei Berechnungs-
moglichkeiten fiir die zu erwartende Verteilung nach 2 Monaten.
Ermitteln Sie: welche Auswirkungen auf die Berechnung und die Kundenzahlen hat die Annahme,
dass das oben beschriebene Modell in den nachfolgenden 6 Monaten weiter gelten soll.

Hinweis: Das Ergebnis nach 2 Monaten ist [2423, 2337, 3140] (in der Reihenfolge B, G, J), nach
6 Monaten [2372, 2371, 3157], jeweils auf ganze Zahlen gerundet.

c) Zeigen Sie unter der Annahme, das Modell von a) gelte weiterhin, dass die Kundenbewegung zum
Stillstand kommt und bestimmen Sie die dann gegebene Anzahl von Kunden in den drei Geschif-
ten.

Interpretieren Sie die Ergebnisse aus der Sicht der Geschiftsfiithrerin von BlueBlack.

d) Mit der Werbekampagne von BlueBlack gelingt der Geschéftsfiihrerin ein Coup, da es nach folgen-
dem System als Préamie ein ausgefallenes Kleidungsstiick von Carotti gibt:
Bei jedem Kauf darf die Kundin bzw. der Kunde aus einer gro3en, gut gefiillten Schale fiir je 50 €
Umsatz einen kleinen Umschlag ziehen, der ein Puzzle-Teil enthélt (bei einem Einkauf zu 120 €
zum Beispiel darf man dann 2-mal einen Umschlag ziehen). Es gibt 5 verschiedene Puzzle-Teile,
die zusammengelegt ein Rechteck ergeben und die Pramie!

Wie viele Umschldge man sammeln muss, bis ein Puzzle fertig ist, hingt vom Zufall ab. Die An-
zahl der Umschlige kann also als Zufallsvariable aufgefasst werden.

Ermitteln Sie den Erwartungswert der notigen Umschldge, und interpretieren Sie das Ergebnis im
Hinblick auf die Frage, wie ,,teuer” das ausgefallene Kleidungsstiick von Carotti, fiir einen Kun-
den denn nun eigentlich ist.
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Aufgabe 10 Gepéackaufgabe

Zentrale schriftliche Abiturpriifung, Hamburg 2005

Auf einem bestimmten Flughafen geben die Passagiere an den Schaltern Gepick auf. Die Gepéckstii-
cke bekommen jeweils einen Anhédnger mit einem Strichcode auf Papieraufklebern, der den Zielflug-
hafen angibt. Alle an den verschiedenen Schaltern aufgegebenen Gepickstiicke laufen iiber viele For-
derbéander und schlieBlich zum Code-Lesegerit, durch das dann die Stiicke einzeln auf die richtigen
Flugzeuge verteilt werden sollen. Auf dem Weg zum Lesegerit werden aber einige Anhédnger ver-
knickt oder verschmutzt, so dass dann diese Gepéckstiicke vom Lesegerit nicht der richtigen Maschi-
ne zum Zielflughafen zugewiesen werden. Der Anteil der fehlgeleiteten Gepickstiicke hat sich tiber
lange Zeit im Mittel als stabil gezeigt und betrigt ca. 3,5 %.

Rechnen Sie in dieser Aufgabe mit exakt 3,5 % .

a) Begriinden Sie, warum man die ZufallsgroBe X, die die Anzahl der vom Code-Lesegerat fehlgelei-
teten Gepéckstiicke zhlt, als binomialverteilt annehmen kann.

b) Fiir eine Fokker F27 werden 45 Gepéckstiicke aufgegeben.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse:

o Alle 45 Gepackstiicke finden durch das Lesegerit ihre richtige Maschine.
e Genau 2 der 45 Gepickstiicke werden fehlgeleitet.

e Hochstens 4 der 45 Gepackstiicke werden fehlgeleitet.

e Es werden mehr als 4 der 45 Gepéckstiicke fehlgeleitet.

c) Die Flughafengesellschaft rechnet mit Kosten von 70 € pro fehlgeleitetem Gepéckstiick.

Um ihre Gesamtkosten in diesem Bereich zu vermindern, werden die Anhdnger verbessert. Da-
durch werden nur noch 0,5 % der Gepackstiicke vom Code-Leser fehlgeleitet. 3 % der Gepackstii-
cke werden als unleserlich ausgesondert. Diese ausgesonderten Stiicke werden dann von einem
Angestellten weiter bearbeitet. Dieser kann 80 % der ausgesonderten Stiicke richtig zuordnen. Die
restlichen Stiicke bleiben am Startflughafen und werden erst auf Suchantrag zugestellt.

Eine Priifung durch den Angestellten kostet 10 €, eine Zustellung nach Suchantrag insgesamt
100 €.

Berechnen Sie die dadurch erreichte Minderung der erwarteten Kosten pro Koffer.

Fortsetzung néchste Seite —
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d) Ein fehlgeleitetes Gepackstiick, das innerhalb eines Monats nicht wieder auffindbar ist, nennen wir
"Verlustkoffer". Im Mittel sind 0,02 % aller Gepackstiicke Verlustkoffer.

Monatlich fliegen von dem Flughafen im Schnitt 8 000 Passagiere mit ca. 12 000 aufgegebenen
Gepéckstiicken nach Baoston.

Die folgenden Fragen beziehen sich nur auf diese Flugstrecke.

Bei grofiem n und kleinem p ist die Poisson-V erteilung eine gute Naherung fir die Binomial-

k
Verteilung. Dabei ist P(Z =k) = é% wobei in dieser Aufgabe Z die Anzahl der Verlustkoffer

unter den innerhalb eines Jahres aufgegebenen Koffern beschreibt.

Verwenden Sie, wo moglich, die anliegende Tabelle.

e Zeigen Sie, dass fur den Erwartungswert ¢ = 28,8 gilt, und bestimmen Sie die Wahrscheinlich-
keit, dass unter den in einem Jahr aufgegebenen Gepackstiicken tatsachlich genau 29 Verlust-
koffer auftreten.

o Dafir jeden Verlustkoffer Entschadigungszahlungen in (mittlerer) Hohe von 400 € geleistet
werden mussen, mochte sich die Flughafengesell schaft gegen hohe Entschadi gungssummen
versichern. Um die Versicherungspramie gering zu halten, wird die Entschédigungssumme ei-
nes Jahres nur dann versichert, wenn Sie 12 000 € Ubersteigt.

Wiegrol3ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Fall eintritt?

e Bel einem Gesamtschaden im Jahr von Uber 12 000 € zahlt die Versicherungsgesel I schaft
den Betrag, der 12 000 € Ubersteigt.
Mit welchem Betrag an Schadenszahlung pro Jahr muss die V ersicherungsgesel |schaft im
Durchschnitt rechnen?
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Anlage zur Aufgabe , Gepackaufgabe“:

Daten zur Poisson-Vertellung

w=288

ke k M—l e k i M—l

| "
23 0,1615 3.3776
24 0,2146 4 6518
25 0,2758 6,1809
26 0,3435 7,9424
27 0,4158 99,8936
28 0,4901 11,9748
29 0,5639 14,1156
30 0,6348 16,2415
31 0,7006 18,2824
ki 32 0,7599 20,1785
33 0,8116 21,8850
34 0,8554 23,3743
35 0,8915 24 6358
36 0,9203 25,6738
37 0,9427 26,5043
38 0,9597 27,1507
39 0,9723 27,6405
40 0,9813 28,0023
41 0,9877 28,2628
42 0,9921 28,4458
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Aufgabe 11 Wahlen

Zentrale schriftliche Abiturpriifung, Hamburg 2005

Eine GroBstadt hat 523 740 wahlberechtigte Einwohner.

a)

b)

d)

Nach der letzten Stadtratswahl wurde die Wahlbeteiligung analysiert. Dabei wurde die wahlbe-
rechtigte Bevolkerung in drei Gruppen eingeteilt:

Gruppe I: 157 122 Wahlberechtigte, die jiinger als 35 Jahre sind,
Gruppe II: 235 683 Wahlberechtigte im Alter von 35 Jahren bis 65 Jahren,
Gruppe I1I: 130 935 Wahlberechtigte, die élter als 65 Jahre sind.

Die Wabhlbeteiligung betrug 87 % in der Gruppe I, 82 % in Gruppe II und 65 % in Gruppe III.
Bestimmen Sie die Wahlbeteiligung insgesamt.

Ermitteln Sie Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei einer zufélligen Auswahl von 100 Personen
aus dem Personenkreis der iiber 65-jahrigen mehr als 30 und weniger als 40 Personen findet, die
nicht an der Wahl teilgenommen haben.

(Sie konnen eine Binomialverteilung annehmen, weil die Zahl 100 sehr klein gegeniiber der Ge-
samtzahl in dieser Gruppe ist.)

Bei der bevorstehenden Wahl erhofft sich die Partei G die absolute Mehrheit. Um nicht unnétig
einen teuren Wahlkampf zu fiithren, beschlief3t sie, ihre Chancen durch eine repriasentative Umfra-
ge untersuchen zu lassen. Falls man aufgrund des Ergebnisses einen Stimmenanteil von mehr als
55 % aller Wahlberechtigten erwarten kann, will sich die Partei einen aufwédndigen Wahlkampf
sparen.

Ein Amateurstatistiker erléutert den Parteistrategen:

,,Wir befragen repriasentativ 200 wahlberechtigte Personen. Die Hypothese, dass Sie einen Stim-
menanteil von hdchstens 55 % erwarten konnen, wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
hochstens 5 % erst dann abgelehnt, wenn sich unter den 200 Befragten mindestens 123 fiir Sie ent-
scheiden, anderenfalls empfehle ich weitere WahlkampfmaBnahmen.

e Zeigen Sie, dass die Zahl von 123 Personen korrekt bestimmt ist.

e Bestimmen Sie unter der Annahme, dass die Partei G zu diesem Zeitpunkt einen Stimmenan-
teil von 60 % bekidme, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dennoch ein aufwindiger Wahl-
kampf gefiihrt wird. Interpretieren Sie dieses Ergebnis.

In Deutschland gilt fiir Bundes- und Landtagswahlen die 5-Prozent-Klausel.

Die Partei Q erhofft den Einzug in den Landtag. Sie geht von hochstens 80 % Wahlbeteiligung
aus, braucht also nur 4 % der Stimmen aller Wahlberechtigten. Um ihre Chancen einschétzen zu
konnen, beauftragt sie deshalb ein Wahlforschungsinstitut.

Eine typische reprisentative Umfrage eines Wahlforschungsinstitutes umfasst 1 100 wahlberech-
tigte Personen.

Die Partei Q erhilt vom Wahlforschungsinstitut das Ergebnis mitgeteilt, dass 5,4 % der befragten
Personen die Partei Q wihlen und auch zur Wahl gehen wiirden.

Ermitteln Sie: Kann die Partei Q aufgrund dieser Umfrage mit 95-prozentiger Sicherheit damit
rechnen, ins Parlament einzuziehen?
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Aufgabe 12 Qualitatskontrolle

Ein Unternehmen stellt Mikrochips in Massenproduktion auf zwei verschiedenen Produktionsanlagen
her: 25 % der auf Anlage A produzierten Mikrochips sind mangelhaft, auf Anlage B sind es 50 %.
(Bei groflen Stiickzahlen kdnnen auftretende Qualitdtsschwankungen vernachldssigt werden.)

Anlage A produziert gegeniiber Anlage B etwa die vierfache Menge pro Tag.

Die Mikrochips werden jeweils zu mehreren tausend Stiick in Kisten verpackt und entsprechend mit
dem Préadikat ,,von Anlage A*“ bzw. ,,von Anlage B“ versehen. Die Kisten werden zu unterschiedlichen
Preisen verkauft.

In der Versandstelle werden versehentlich nicht gekennzeichnete Kisten aussortiert und nachtriglich
beschriftet, auch wenn die Herkunft des Inhalts nicht eindeutig ist.

Eine Kiste, die falschlicherweise mit dem Pridikat ,,von Anlage A* verkauft wird, kann eine Schaden-
ersatzforderung von 9 000 € nach sich ziehen.
Wird die Kiste irrtiimlich mit dem Prédikat ,,von Anlage B* verkauft, entsteht ein Verlust von 1 000 €.

a) Welche Kosten entstehen langfristig pro Kiste, wenn nicht gekennzeichnete Kisten
(1) grundsétzlich mit der Aufschrift ,,von Anlage A
(2) grundsétzlich mit der Aufschrift ,,von Anlage B“ verkauft werden?
Berechnen Sie, welche dieser beiden Strategien vorzuziehen ist?

b) Um die Kosten zu senken, wurde ein Bayesianer (Statistiker) hinzugezogen. Er nahm eine Stich-
probe von 20 Artikeln aus der Kiste und stellte fest, dass 15 Stiick in Ordnung waren.
Ermitteln Sie, welche a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten er den beiden Ereignissen
,,Die kritische Kiste stammt von Maschine A*
,,Die kritische Kiste stammt von Maschine B*

zugeordnet, und wie er sich dann entschieden hat.

¢) Begriinden Sie, dass der Statistiker bei seiner Entscheidung ins Griibeln kéme, falls bei einer
Uberpriifung einer solchen Kiste die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

,»Die kritische Kiste stammt von Maschine B genau % wire.

d) Ermitteln Sie aus dem Ergebnis von c) ein Entscheidungsverfahren, das angibt, fiir welche Reali-
sierungen der Priifgro8e X =, , Anzahl der Artikel, die bei 20 Ziehungen in Ordnung sind*
die Firma die Kiste mit der Aufschrift ,,von Anlage A verkaufen sollte.
(Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Bayes-Formel fiir P(B | X = k) gerade den in c) betrachteten
Wert geliefert hétte und 16sen Sie nach & auf).

e) Ein anderer Statistiker entwickelt einen Hypothesentest mit dem Signifikanzniveau a = 1 %, wo-
bei er als Irrtum 1. Art denjenigen wahlt, der die gravierendere Konsequenz nach sich zieht. Wel-
ches Entscheidungsverfahren schlédgt der neue Statistiker vor? Begriinden Sie Ihren Vorschlag.

f) Beurteilen Sie die unterschiedlichen Ergebnisse von d) und e).
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Aufgabe 13 Amoral

Hinweis: Mit ,, Patienten *“ sind im Folgenden stets ,, mit Amoral behandelte Patienten “ gemeint.

Laut Angabe des Arzneimittelherstellers treten nach der Einnahme von ,,Amoral® in 6 % aller Fille
unerwiinschte Nebenwirkungen auf.

a) Unter welchen Umsténden ist es sinnvoll, die Anzahl X der Patienten, bei denen Nebenwirkungen
auftreten, als binomialverteilt anzunehmen?

Beschreiben Sie Situationen, in denen die Voraussetzungen fiir eine Binomialverteilung nicht er-
fiillt sind.

Im Folgenden soll angenommen werden, dass die in a) genannte Zufallsgrofe X tatsdchlich binomial-
verteilt ist.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass von 50 Patienten hochstens bei einem diese Ne-
benwirkungen auftreten.

¢) In einer Gruppe von zufillig ausgewahlten Patienten behaupten alle, dass bei ihnen keinerlei Ne-
benwirkungen aufgetreten seien.

Berechnen Sie, bei welcher Gruppengrofe die Wahrscheinlichkeit, dass wirklich keiner an Neben-
wirkungen leidet, unter 1 % sinkt.

d) In einer internistischen Gemeinschaftspraxis wollen die Arzte Fille mit Nebenwirkungen genauer
beobachten. Sie rechnen damit, dass sie innerhalb eines halben Jahres 200 Patienten ,,Amoral* ver-
schreiben werden und gehen davon aus, dass das Medikament dann auch eingenommen wird.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei mindestens 10 Patienten Nebenwirkungen auftre-
ten werden?

Ein anderer Hersteller bringt ein Medikament mit der gleichen Wirksamkeit auf den Markt, das nicht
nur preiswerter ist, sondern zudem nach seinen Angaben besser vertrdaglich: Nur in hochstens 4 % aller
Félle sollen Nebenwirkungen auftreten.

e) Im Zuge der Bemiihungen um Kostensenkungen muss entschieden werden, ob Arzten empfohlen
werden soll, nicht mehr ,,Amoral“, sondern das neue Medikament zu verschreiben. Vorher soll das
neue Medikament an 500 Patienten getestet werden.

Geben Sie eine ausfiihrlich begriindete Entscheidungshilfe: Bei bis zu wie vielen Féllen von Ne-
benwirkungen in dieser Gruppe soll das neue Medikament empfohlen werden?
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5 Losungen
5.1 Loésungen - Grundkursaufgaben

Aufgabe 1 Batterien

Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
1 I | III

a) | X beschreibe die Anzahl der Ausschussstiicke unter den 4 gekauften Batterien.
Da diese der groBBen Menge zufallig entnommen wurden, ist X binomialverteilt
mit n =4 und p = 0,02.

4
P(X =2) :@-o,oz2 10,98>=2,3-10" und P(X =4)=0,02* =1,6-107

Damit ist Margrets Behauptung falsch, da die Wahrscheinlichkeit beim Lotto

=7,151-10"* und damit geringer ist.

1
(0
6 10| 10

b) | Y beschreibe die Anzahl der Ausschussstiicke in einem Karton. Da die Verpa-
ckung der Batterien ungepriift und zufillig erfolgt, kann man Y als binomialver-
teilt mit » = 100 und p = 0,02 annehmen. Dann entspricht der Erwartungswert
genau dem durchschnittlichen Ausschuss von 2 Batterien.

Die Wahrscheinlichkeit, dass dieser nicht iiberschritten wird, 1dsst sich durch
P(Y<2) beschreiben:

100 100 1 99 100 2 98
P(Y<2)=098"+| " " ]-0,02'-0,087+| " 71.0,027-0,98" =0,6767.

Ablesen aus einer Tabelle der Binomialverteilung ist ebenso méoglich.

Nicht geeignet ist hingegen die ndherungsweise Berechnung iiber die Normal-
verteilung, da das Ereignis selten ist und damit die Varianz nicht grof3er ist als 9:
V(X)=n-p-(1-p)=100-0,02-0,98<2 101201 5

¢) | Z beschreibe die Lebensdauer einer Batterie in Stunden. Die Aufgabenstellung
gibt vor, dass es sich um eine normalverteilte Zufallsvariable handelt. Die Nor-
malverteilung dient hier also nicht als Ndherung, sondern beschreibt eine stetige
Zufallsvariable.

P(Z2250)=1- q{%}?’ooj =1-®(-3,333) = 0,9996

Die Wahrscheinlichkeit betrigt ca. 99,96 %.
Abschdtzen dieses Wertes ist auch mit der 3 0-Regel denkbar.
Also stellt eine derartige Garantie ein recht geringes Risiko dar. 20 5
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Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
I | I | III
d) | Hier kann mit sehr unterschiedlichen Stiickzahlen argumentiert werden.
Man erwartet in einem Karton zu 100 Stiick 2 Ausschussstiicke. Also muss man
6 € zu den 100 € Produktionskosten addieren, um auf die durchschnittlichen
Kosten pro Karton zu kommen.
Andererseits ist ein Abgabepreis bis zu 132 € mdglich, so dass der durchschnitt-
liche Reingewinn bis zu 26 € betragen kann.
Da sich dieser Durchschnittswert bei einer groflen Produktion einstellen wird, ist
also eine wirtschaftliche Produktion moglich. 10 10
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20

41



Stochastik Grundkurs - Losungen

Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik

Aufgabe 2 Fahrtstrecke

L dsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

1I

III

Nach dem Aufgabentext ist p = 2,5 und 6 = 0,25.
Gesucht ist die Zeit t fiir die Fahrt, die in 95 % der Fille ausreicht:

P(1< X)>0,95 = d(1,65) = & 122
0,25

J:> t—2,5=1,65-0,25=0,4125
also = 2,9125. Das sind auf Minuten gerundet 2 Stunden und 55 Minuten.

Der Fahrer muss also um 5.35 Uhr losfahren.

Losung auch mit o-Regeln moglich:
Im Intervall [p—1,640 ; p +1,640] liegen 90 % aller Zeiten, aus Symmetriegriin-
den liegen dann 5 % der grofBten Zeiten oberhalb von p+1,646 =

u+1,64c = 2,5+0,41 = 2,91. Das ist auf Minuten gerundet dasselbe Ergebnis wie
oben.

20

b)

Beispiel

Von den 100 Stellen werden an 30 Stellen jeweils 30 s eingespart, an den restli-
chen 70 Stellen 30 s zusitzlich benétigt: Einsparung: 900 s, zusétzlich: 2100 s.
Insgesamt miissen also 1200 s = 20 min zusitzlich aufgebracht werden, die si-
mulierte Fahrtzeit ist 2 Stunden und 50 Minuten.

Zufallspfad fiir die ersten 10 Stellen: A

. Stelle: Zeitverlust, 120
. Stelle: Zeitgewinn,
. Stelle: Zeitgewinn,
. Stelle: Zeitgewinn,

©
o
2usaétzliche Fahrtzeit

Stelle

. Stelle: Zeitverlust,
. Stelle: Zeitverlust,
. Stelle: Zeitgewinn,
. Stelle: Zeitverlust,

9. Stelle: Zeitverlust,

10. Stelle: Zeitverlust,
also 4-(-30)+6-30=60 und damit 60 Sekunden zusitzliche Fahrtzeit.

0NN N bW~

-120

i e e b e R
N

Vergleich der Modelle:

Der Random Walk simuliert eine einzelne Fahrt, es ist interessieren dabei nicht
allein das Endergebnis, sondern auch die Details (der Pfad). Um ,,globale* Aus-
sagen zu erhalten — etwa einen Mittelwert — miissen viele Simulationen durchge-
fiihrt werden.

Das Modell aus Teilaufgabe a) basiert auf einer Vorstellung iiber die Gesamtheit
der Daten (hier Fahrtzeiten), die mit vielen Random Walks, deren Details z. B.
auch auf Erfahrungen beruhen, simuliert worden sein kdnnten.

15

15
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.. . Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung

I | II | IO

¢) | Berechnung der Standardabweichung fiir diesen Fall:
u = 126 ist gegeben.

P(X £137)=1-0,13=0,87 = ®(1,13) =¢[Mj: cz%zws .
(4 )

Berechnung der Prozentzahl der ..korrekten* Autofahrer:

120-126

P(X3120)=<I>( ]z®(0,6154)z0,29.

Es halten sich ca. 29 % der Autofahrer an die Vorschriften (und fahren nicht zu
schnell). 25

d) | Kurve:

Anderung von p verschiebt Kurve in x-Richtung:

u vergroBern = Verschiebung nach rechts,

p verkleinern = Verschiebung nach links

Anderung von o verindert Hohe und Weite der Kurve:

o vergroflern = Kurve wird flacher und lauft weiter

o verkleinern = Kurve wird steiler und liegt néher an der y-Achse
(Siehe o-Regeln, Fldichenmaf3 bleibt unverdndert)

Kontext von Aufgabenteil a)

Verschiebung des Mittelwertes verdndert die notige Abfahrtszeit:

u verkleinern bedeutet entsprechende kiirzere (mittlere) Fahrzeit, also kann der
LKW entsprechend spéter losfahren.

u vergroflern bedeutet analog fritheres Losfahren des LKW.

o verkleinern heiit weniger Zeitzugabe, ¢ vergrofern heillt mehr Zeitzugabe
(bezogen auf gegebenes )

Kontext von Aufgabenteil b)

p verkleinern bedeutet, dass in dem Modell dann weniger Autofahrer 137 km/h
iiberschreiten.

p vergroflern bedeutet analog, dass dann mehr Autofahrer 137 km/h iiberschrei-
ten (so lange u nicht wesentlich groBer als 137 km/h ist, was der Sachkontext
ausschlief3t).

o verkleinern heifit (bezogen auf gegebenes p), dass dann weniger Autofahrer
137 km/h iiberschreiten konnen, ¢ vergro3ern: umgekehrt.

Andern von p und 6 bedeutete entsprechende Kombinationen. 5110 | 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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Aufgabe 3 Billigflige

Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
I | I | III

a) |Es sei X die Anzahl der stornierten Fliige (fiir einen bestimmten Flugtermin).

X ist nach Annahme binomialverteilt mit n =35 und p = 0,2
35 7 28

P(X=T7)= ; -0,2"-0,8" =16,6 %
(35 k (35-k)

P(X<5)=)" L 02008570 =27,21%
k=0

P(X 26)=1-P(X <5)=72,79% 20

b) | Die Agentur hat von den reguldren Buchern feste Einnahmen in Hohe von
35-300€=10500€.

Die Anzahl der Stornierungen hat den Erwartungswert der entsprechenden Bi-
nomialverteilung, also 35-0,2=7.

Fiir jede solche Person kann nach Voraussetzung ein Last-Minute-Angebot fiir
250 € verkauft werden.

Also entstehen zusitzliche erwartete Einnahmen von 1750 €.

(Hier kann mit der Linearitdt des Erwartungswertes oder auch ,,naiv‘* argumen-
tiert werden).

Insgesamt kann die Agentur also 12 250 € pro Reisetermin erwarten. 20

¢) |Im ersten Falle hat die Agentur 40-300 € =12000 € Einnahmen von den regulé-
ren Buchern und 5-250 € =1250€ von den Last-Minute-Buchern, also insge-
samt 13 250 €.

Im zweiten Falle hat die Agentur 12 000 € Einnahmen von den reguléren Bu-
chern, keine Last-Minute-Einnahmen und zusitzliche Kosten wegen der 5 Uber-
buchungen von 5-400€ =2 000€ , also eine Bilanz von nur 10 000 €. 101 10

d) | Mit einer Wahrscheinlichkeit von (1-0,2)" =0,8" =0,013% kommen alle.

Es kommt zu Uberbuchungen, wenn entweder 0 oder 1 ... oder 4 Kunden stor-

nieren ( X <5). Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten entnimmt man der gege-

benen Tabelle fiir die Binomialverteilung fiir » = 40. Aufsummierung ergibt:
P=0,07591=7,6%

Mit 7,6 %-iger Wahrscheinlichkeit kommt es zum Uberbuchungsfall. 20 | 5

e) | Es sind folgende Betrdge zu beriicksichtigen:
Die festen Einnahmen von 40 Buchern zu je 300 €

In den Fillen ohne Uberbuchung (X >5) zusitzliche Einnahmen von X — 5
Last-Minute-Kunden zu je 250 €.

Da diese Félle nicht sicher, sondern mit den Wahrscheinlichkeiten der
B(40 ; 0,2 ; X)-Binomialverteilung auftreten,

ist hier der entsprechende Erwartungswert auszurechnen.
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L 6sungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

II

III

Im Uberbuchungsfall (X < 5) zusitzliche Ausgaben von 5 — X {iberzihligen
Kunden zu je 400 €.

Da auch diese Fille nicht sicher, sondern mit den Wahrscheinlichkeiten der
B(40 ; 0,2 ; X)-Binomialverteilung auftreten,

ist auch hier der entsprechende Erwartungswert auszurechnen.

Gegeniiber dem Wert von b) ist der Wert 12 733 € eine Steigerung der Bilanz-
erwartung von knapp 500 €, die Uberbuchungsmethode lohnt sich also aus der
Sicht der Agentur.

Zu Ubungszwecken im Unterricht lohnt es, die nachfolgende gesamte Rechnung
wirklich durchzufiihren, die zu den erwarteten Einnahmen von 12 733 € fiihrt:
Einnahmen von 40-300 € =12 000 € stehen fest.

Bei X Stornierungen kénnen (X — 5) Last-Minute-Fliige verkauft werden. Da X
binomialverteilt ist, hétten diese Verkaufseinnahmen iiber alle K einen Erwar-

tungswert von 250- (40 -0,2— 5) € =750 € ), allerdings schlagen in den Uber-
buchungsfillen (X <5 also k = 0,...,4 ) ja keine ,,negativen Last-Minute-
Einnahmen “ zu Buche, diese miissen also gegengerechnet werden mit

4 40
250€-Z(5—k)-[k ]-0,2" -0,8%* ~28,49€.
k=0

Andererseits entstehen bei X Stornierungen in den Uberbuchungsfillen (X <5
alsok =0, ..., 4 ) Zusatzkosten in Hohe von (5—k)-400€ .

Da X binomialverteilt ist, betrdgt der Erwartungswert der Zusatzkosten:
4 40
E(Z)=400 €-Z(5 —k)-[ . ]-0,2" 0,87~ 4557€.
k=0
Die letzten beiden Terme konnen auch zusammengefasst werden zu Kosten (ne-
gativen Einnahmen) von

4 40
150€-Z(5—k)-[ L ]-o,zk -0,8 7% ~17,08€.

k=0

Also gilt fiir den Erwartungswert der Bilanz:
E=12000€+750€—-17,08€=12733 €.

Im Unterricht kann man — am besten mit Rechnereinsatz — auch noch weiter
gehen und danach fragen, fiir welchen Wert z von zusdtzlich zu 35 angebotenen
Tickets der Erwartungswert e(z) der Einnahmen maximal ist:

e(z)=(35+2)-300+((35+z2)-0,2-2)-250
—(2_13(35”, 0,2 ,k)-(z—k)j-lSO

Dies kann iiber eine Wertetabelle geschehen, hier ein Auszug:

z e(z) [€] z e(z) [€]
0 12 250 11 13016
12 13020
5 12733 13 13015

15
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Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
| I |10
Man erkennt, dass das Maximum bei z = 12 liegt, dass die Agentur also stets 47
Buchungen im Erstverkauf zulassen sollte.
Das ist ein erstaunlich hoher Wert, der nur deshalb zustande kommt, weil die
relativ selten auftretenden erhohten Kosten von nur 400 € pro iiberbuchter Per-
son den sicheren Einnahmen von 300 € pro zusdtzlicher Person gegeniiberste-
hen. Der Sachverhalt dndert sich, wenn die erhéhten Kosten pro Uberbuchung
drastisch steigen (Europdisches Gerichtsurteil), z.B. auf 2 000 €. Dann etwa
liegt das Maximum bei z = 2.
Insgesamt 100 BWE | 30 | 50 | 20
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Aufgabe 4 Gefalschter Wiirfel

L 6sungsskizze %;g;j;‘;;‘;fg
I | I | III
a) , 12
P(,,genau 4 Sechsen bei 12 Wiirfen) = 4 — =8,9% .
1 5 12—k
P(,,mehr als 3 Sechsen bei 12 Wiirfen®)= 1— Z[ ] (_) (_) =12,5%.
=0 6 6 20
b) | p seidie wahre Wahrscheinlichkeit fiir eine Sechs bei dem suspekten Wiirfel
o 1 S .
Es wird die Nullhypothese: H,: p< N einseitig getestet gegen die
Alternativhypothese: H:p >%
50 50—k
Der Tabelle entnimmt man: 1— Z (lj (éj =31%,
=\ k 6 6
2 (50 k 50k
aber: 1-)_ (lj KEJ ~6,2%
=\ k 6 6
Wenn man also /|, genau dann ablehnt, wenn bei 50 Wiirfen mehr als
13 Sechsen fallen, dann gilt fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art:
o, <3,1% .
Anna wird also diesen Test vorschlagen. 10 | 20
c) | Fallsp=25% gilt:
1350 1Y (3Y0F
P(,,13 oder weniger Sechsen zu werfen*) = Z (—j (—j =64%.
k=0 k 4 4
Dieser Wert ist sehr hoch, er beschreibt die zu p = 25 % gehorende Irrtums-
wahrscheinlichkeit 2. Art. Sie gibt hier an, wie wahrscheinlich es ist, bei Annas
Test, den mit p = 25 %, gefélschten Wiirfel nicht zu ,,entdecken®, d.h. kein si-
gnifikantes Ergebnis zu bekommen, obwohl der Wiirfel deutlich gefilscht ist.
Je weniger der Wiirfel gefdlscht ist (d.h. je kleiner p ), desto grof3er ist diese
Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art.
Durch VergroBerung der Anzahl der Wiirfe kann man bei vorgegebener Ober-
grenze fiir die [rrtumswahrscheinlichkeit 1. Art die Irrtumswahrscheinlichkeit
2. Art senken, der Test wird ,,trennschéarfer. 51201 10
d) | Da die Anfangsverteilung fiir die méglichen Werte p, als Gleichverteilung an-
genommen wird, vereinfacht sich die Rechnung mit Hilfe des Satzes von Bayes
in folgender Weise:
13 37
i (=p)
P(p=p,| X =13)= &
Zpl3 (1
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L dsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

II

III

So erhélt man die folgende Tabelle:

I
ENE
g

I
o=
S

I
N %)

Mogliche Werte fiir p; P=% | P

Anfangsverteilung fiir die p; | 25 % 25% 25% 25%

Verteilung fiir die p; nach

0 0, 3 3
Versuchsdurchfiihrung 20% 80 % sehr klein | - sehr klein

Die Verteilung in der letzten Zeile ldsst aus Sicht von Claudia folgende Inter-

pretation zu: Der Wiirfel ist entweder fair oder nur schwach gefélscht. Es

spricht viermal mehr dafiir, dass er schwach gefilscht ist als dass er fair ist.

Darauf konnte man wetten.

Der Vorversuch aus a) konnte natiirlich auch dahingehend interpretiert werden,
1

dass Claudia den Wert fiir p = ¢ in der Anfangsverteilung kleiner hitte wih-

len kdnnen, dann wiirde sich diese Interpretation noch deutlicher abzeichnen.
Claudia kommt zu wesentlich klareren Ergebnissen als Anna und Bernd.

10

Insgesamt 100 BWE

35

45
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Aufgabe 5 Mikrochips

Zuordnung,
Bewertung

I | I | I

L dsungsskizze

a) | Da bei den Chips nur die Ergebnisse ,,fehlerhaft” und ,,fehlerfrei” unterschie-
den werden, kann die Herstellung eines Chips als Bernoulli-Experiment ange-
sehen werden. Jeder Chip ist nach Aufgabenstellung mit einer Wahrschein-
lichkeit von 20 % fehlerhaft. Soll mit einer binomialverteilten ZufallsgroBe
gerechnet werden, muss von einer Unabhdngigkeit im Produktionsprozess
ausgegangen werden. Auflerdem muss auf die ,,Massenproduktion” verwiesen
werden, bei der auch ein Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlichkeit bei
jedem Zug nur unwesentlich verdndert. 15

b) | Da die Priiflinge die Tabellen zur Verfiigung haben, konnen sie P(X=20) ,,di-
100
rekt* als B(100; 0,2;20) =[ " j -0,2%.0,8"* ~ 0,099 berechnen oder P(X=20)

= P(X< 20) - P(X< 19) = 0,5595 — 0,4602 = 0,0993. 5

¢) | Es gilt: P(14<X<26) = P(X<26) — P(X<13) = 0,9442 — 0,0469 = 0,8973,
sowie P(15<X<25) = P(X<25) — P(X<14) = 0,9125 — 0,0804 = 0,8321.

Damit ist [14;26] das kleinstmogliche Intervall mit der geforderten Eigen-
schaft. 15

d) | Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl », fiir die gilt:

108 >099 & 08 <00l <n>E2%  on=21.
1g0,8 15

€) | Esgilt: P(F)=0,2 , P(F)=0,8 , P(FN A)=0,03 , P(A4) =0,83.

Zu bestimmen ist zundchst P(F' M A). Dies kann beispielsweise mithilfe einer
Vierfeldertafel geschehen. Triagt man die Voraussetzungen in eine Tabelle ein,
so ergibt sich:

Ausgesondert Nicht ausgesondert
Fehlerhaft 0,14 0,06 0,2
Fehlerfrei 0,03 0,77 0,8
0,17 0,83 1

Mithin ist P(F' N A) = 0,14.
Also ist der Anteil der ausgesonderten Chips in Bezug auf die fehlerhaften

Chips %:l:
0,2 10

Von den fehlerhaften Chips werden also 70 % ausgesondert. 5110

b

f) | Es gilt immer noch: p = 0,2. Die Tabelle ergibt: P(X<11)~=0,013=1,3 %. 5

g) | Fiir p = 0,1 erhdlt man: P(X < 11) = 0,703 = 70,3 %. Also wird die Primie mit
einer Wahrscheinlichkeit von ca. 29,7 % zu Unrecht verweigert. 10
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L dsungsskizze

h) | Es gibt verschiedene Moglichkeiten. Z. B.:

Die Wahrscheinlichkeit, zu Unrecht die Pridmie zahlen zu miissen, ist erfreu-
lich niedrig. Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 30 % erhélt das Team je-
doch zu Unrecht die Prdmie nicht, wenn der Anteil der fehlerhaften Chips auf
10 % gesenkt wurde. Bei Senkung auf 15 % — was ja auch eine deutliche Sen-
kung bedeutete — wire diese Irrtumswahrscheinlichkeit noch viel groBer, ndm-
lich ca. 84 %. Der Konzern wiirde den Betrag dann zwar sparen, vielleicht a-
ber fahige Mitarbeiter verlieren. Dies gilt es gegeneinander abzuwéagen. 20

Insgesamt 100 BWE | 15 | 65 | 20
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Aufgabe 6 Glasschisseln

L 6sungsskizze ggg;’;ggg
I I | III
a) | Es bietet sich an, zunichst die Wahrscheinlichkeit fiir das Gegenereignis
F :,.Die Glasschiissel ist fehlerfrei, also I. Wahl.*
zu berechnen. Nach Voraussetzung erfolgen die Arbeitsgéinge unabhéngig
voneinander, daher gilt:
P(F)=0,92-0,95-0,98-0,96-0,97 = 0,80
P(F)=1-P(F )=0,20. 0
b) | Werden bei den fertigen Schiisseln nur die Ergebnisse ,,nicht [. Wahl* und ,,1.
Wahl“ unterschieden, kann die Herstellung einer Glasschiissel als Bernoulli-
Experiment angesehen werden. Da die Schiisseln nach Voraussetzung unab-
héngig voneinander mit der gleichen Wahrscheinlichkeit nicht I. Wahl sind,
kann die Produktion einer Serie von Glédsern als Bernoulli-Kette der Lange n
mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,2 modelliert werden.
Da die Zufallsvariable X die Anzahl der Treffer in dieser Bernoulli-Kette
zahlt, ist X n-0,2-binomialverteilt, und es gilt:
P(X=k) = B(n; 0,2;k) =@ -0,2¢.0,8"*
EX)=p=np=0.2nV(X)=npq=0,l6n,
0=\/n-p-q=\/0,l6n = 0,4\/;. 5 110
9 P(X<3)—Z3:B(15'0 2;k) = i 15) 0,25 0,85
— L IRt prs k ) )
= 0,8 +15-0,2-0,8" +105-0,2%-0,8" +455-0,2°-0,8"
= (0,648
Es gilt: E(X) = 3. Also liegt in dieser Verteilung die grofite Einzelwahrschein-
lichkeit bei k£ =3 vor. Wegen p = 0,2 ist das zugehdrige Histogramm zudem
asymmetrisch mit einer groleren Wahrscheinlichkeit fiir £ = 2 als fiir k = 4,
usw.
Also muss P(X <3)deutlich groBer als 0,5 sein. 1wl s s
d) | Hier gilt: p =20, 6 =4 > 3. Nach Moivre/Laplace ldsst sich mit Hilfe des
Tafelwerks die gesuchte Wahrscheinlichkeit daher z.B. abschétzen durch:
P(X230) < 0,5(1-P(u—-2,20 <X <u+2,20))
= 0,5-(1-0,972) =0,014.
Zur Berechnung wihlt man den Ansatz
29
P(X 230)=1-P(X <29)=1-) B(100;0,2;k)
= 501510
und erhilt mit Hilfe der Anlage:
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L 6sungsskizze @‘;353;‘;‘;@
[ |11 |1
29
I—ZB(IOO;O,Z;k) ~1-0,989=0,011=1,1%.
k=0
e) | Mit den Bezeichnungen
F: ,Die Fehler im Glas rechtfertigen die Qualititsbezeichnung ,,I. Wahl*
nicht.“ und
V. ,,Die Schiissel durchlauft ohne Beanstandungen die Kontrolle und wird ver-
schickt.” gilt:
P(F)=02 , P(F)=0,8 , P(VIF)=0,03 , P(V/F)=0,01.
Gefragt ist nach P(F/V). Diese Wahrscheinlichkeit kann mit Hilfe des Satzes
von Bayes, durch geeignete Umformungen des Ansatzes P(F/V) = % ,
mit Hilfe eines kleinen Baumdiagramms oder einer Vierfeldertafel bestimmt
werden.
2.
PFIV) = 0.2-0,03 = (,0075.
0,2-0,03 +0,8-0,99 20
f) | Die Manufaktur nimmt fiir eine nicht reklamierte Schiissel 1,04- H ein, bei ei-
ner gerechtfertigten Reklamation nur 1,04- H -0,75.
Wenn p der mittlere Anteil an von den Geschéften reklamierten Schiisseln ist,
nimmt die Manufaktur im Mittel pro Schiissel also
[1,04-(1- p)+1,04-0,75-p|-H ein.
Der Gewinn ist Null, wenn die eckige Klammer Eins ist. Die Losung der zuge-
horigen Gleichung ergibt: p = 15,4 %.
Die Manufaktur gerdt also erst dann mit der Produktion der Glasschiisseln in
die Verlustzone, wenn die Wahrscheinlichkeit p, dass der Kunde eine Schiissel
berechtigt als ,,nur II. Wahl* reklamiert, groBer als 15,4 % ist. Vergleicht man
diesen Wert mit dem Ergebnis aus e), so besteht unter den gegebenen Bedin-
gungen keinerlei Gefahr, da p <1 %. 5 (10
Insgesamt 100 BWE | 20 | 55 | 25
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Bewertung

I | II | IO

L dsungsskizze

a) | Das Auffiillen eines 12er-Kastens lésst sich als Bernoulliexperiment

(Treffer = Flaschentyp 0; kein Treffer = Flaschentyp 1) der Kettenldnge n = 12
beschreiben. Wenn man voraussetzt, dass das variierende Fiillverhalten der Ma-
schine stochastisch unabhéngig erfolgt, so kann man die Zufallsvariable X, die
die Anzahl der Ausschussflaschen in einem 12er-Kasten zihlt, als binomialver-
teilt ansehen. Die Wahrscheinlichkeit (Trefferwahrscheinlichkeit) fiir den Fla-
schentyp 0 betrdgt entsprechend der relativen Haufigkeit p = 0,05. 10

b) | Mithilfe der Tabelle oder der entsprechenden Formel erhélt man:

12 , .
P(X=3)= 5 |/0:057-0,95" =0,0173.

Die Wahrscheinlichkeit ist mit 1,73 % so gering, dass die Aussage des Kunden
durchaus skeptisch bewertet werden darf. 10| 5

_ 12 1 11 12 2 _
P(X<1)= | [[0:057-0,95%+) 710,957 =0,8817

Die Wahrscheinlichkeit betrdgt also nur etwa 88 %; ein neuer Abfiillautomat ist
also notig! 15

d) |Es handelt sich hier um einen einseitigen Hypothesentest mit einer Stichproben-
lange von n=100, einer Nullhypothese H, von p=0,02 fiir Flaschen des Typs 0
einer binomialverteilten Zufallsgroe X (Anzahl der Ausschussflaschen). Die
Gegenhypothese lautet H;: p>0,05.

Die Entscheidungsregel lautet:
Annahmebereich fiir Hy : A= {0;1;...;4};
Ablehnungsbereich fiir Hy : A4 ={5;6;...;100}

Annahme: H, sei wahr, gesucht ist die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art. Aus der
Tabelle im Anhang folgt:

P(X >5)=1-P(X <4)~0,0508, also ca. 5 %.

In etwa 5 % aller Félle wird man irrtiimlich einen Preisnachlass gewéhren. 10 | 10

e) | Es wird angenommen, das die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten vom Fla-
schentyp 0 immer noch bei p = 0,05 liegt. Wieder aus der Tabelle im Anhang

kann man ablesen: P(X < 4) ~ 0,4360. Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa

43 % wird nicht entdeckt, dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des
Flaschentyps 0 nicht geéndert hat und nach wie vor bei p = 0,05 liegt. 10 | 10
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L 6sungsskizze g‘gg;’;‘;gg
I
f) | Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Flaschentyps 0 in einem 20er-
Kasten betragt:
20 0 20
P(X=0)= o |0-02°-0,98% % 0,66760..., also ca. 67 %.
Gesucht ist die maximale Anzahl der Flaschen n mit P(X = O) >0,54:
0,98" > 0,54
n< In 0,54
In 0,98
n <30,500..
Der Kasten darf also maximal eine GréBe von 30 Flaschen haben.
Késten mit einer derartigen GrofBe sind ungewohnlich. Solche Kisten miissten
auch transportiert werden. Hier sollte {iberlegt werden, ob der Einsatz einer un-
gewohnlichen Kiste lohnt, denn es ist nicht gekldrt, warum der Umsatz steigt.
Vielleicht kann der Umsatz auch gesteigert werden, wenn noch weniger Fla-
schen von Typ 0 vorkommen. 20
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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L dsungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

1I

III

Beim 10-fachen Ziehen mit Zurlicklegen aus der Urne 1 ist die Anzahl der

schwarzen Kugeln X binomialverteilt mit » = 10 und p =é. Mithilfe der For-

mel P(X =k) = [Z] p"-(1— p)"* oder des Tafelwerks erhilt man

P(X=4)= B[lo;é;4j =0,0543

Die Wahrscheinlichkeit, beim 10-maligen Ziehen ohne Zuriicklegen aus der
Urne 1 genau 4 schwarze Kugeln zu ziehen, betrigt etwa 5,4 %.

Entsprechend erhélt man:

P(X>4)=1-P(X <4)~1-0,9845=0,0155.

Die Wahrscheinlichkeit, beim 10-maligen Ziehen ohne Zuriicklegen aus der
Urne 1 mehr als 4 schwarze Kugeln zu ziehen, betrdgt etwa 1,6 %.

20

b)

Es ist der Ablehnungsbereich entsprechend der Formel
P(X <K)) s% und P(X 2 K,) < % zu bestimmen. Als Hilfsmittel wird die

Tafel genommen.

e Umel: p =é fiir das Ziehen einer schwarzen Kugel. Wegen
P(X <£0)=0,1615und
P(X23)=1-0,9298=0,0702 und P(X >24)=1-0,9872=0,0128
ist der Ablehnungsbereich {4;5;...;10}.

e Ume?2: p =% fiir das Ziehen einer schwarzen Kugel. Wegen
P(X £0)=0,0173 und P(X <1)=0,1040 sowie
P(X >26)=1-0,9234=0,766 und P(X >7)=1-0,9803=0,0197
ist der Ablehnungsbereich {0;7;8;9;10}

1 . .
e Ume3: p= 5 fiir das Ziehen einer schwarzen Kugel. Wegen
P(X £1)=0,0107 und P(X <2)=0,0547 sowie
P(X 28)=1-0,9453=0,0547 und P(X 29)=1-0,9893=0,0107
ist der Ablehnungsbereich {0;1;9;10}

30

Das Ereignis ,,3 schwarze Kugeln zu ziehen liegt nicht im Ablehnungsbereich
aller drei Urnen. Also kann man sich mithilfe dieses Hypothesentests gegen
keine der drei Urnen entscheiden. Und auch nicht fiir eine der drei Urnen.

10
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d) |Vor dem ersten Zug weill man nicht, welche Urne gewihlt wurde. Am Anfang

ordnet man also jeder Urne die a-priori-Wahrscheinlichkeite + zu. Nun zieht

man eine Kugel und erhilt ein Indiz, das meist verschieden stark fiir eine Alter-
native (hier Urne) spricht. Darauthin erhilt man gednderte Wahrscheinlichkeiten
dafiir, welche Alternative (Urne) vorgelegen haben konnte, die a-posteriori
Wabhrscheinlichkeit. Zieht man ein zweites Mal, so werden die a-posteriori
Wahrscheinlichkeiten als neue a-priori Wahrscheinlichkeiten genommen, die
durch ein neues Indiz wieder zu neuen a-posteriori Wahrscheinlichkeiten verin-
dert werden, usw.

Nun wird der vorliegende Fall betrachtet: Man nimmt an, dass die Urnen zufil-

lig ausgewdhlt wurden. Die a-priori Wahrscheinlichkeiten sind also jeweils %
Die Wahrscheinlichkeit eine rote Kugel zu ziehen ist bei der ersten Urne %, bei

der zweiten Urne E und bei der dritten Urne l .

Die Pfade zum Indiz rote Kugel haben also die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

Urne 1: lé:i,

36 18
Urne 2: 122

33 9
Urne 3: 111

32 6
Die totale Wahrscheinlichkeit (Summe vom Indiz rote Kugel beim ersten Zug)
. .5 21 2
ist damit —+—+—=—.

18 9 6 3

Als a-posteriori Wahrscheinlichkeiten fiir die jeweiligen Urnen im ersten Zug
erhilt man nun nach dem Satz von Bayes die Anteile der Wahrscheinlichkeiten
der Alternativen an der der Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das Indiz.

Urne 1: i:gziz4l,7%
18 3 12

Urne 2. =33,3%

NoRR N
W | —

2

3

Urne 3: —:g=l=25,0%
3 4

Die a-posteriori Wahrscheinlichkeit werden nun fiir den zweiten Zug die neuen a
priori Wahrscheinlichkeiten und mit den entsprechenden Rechnungen erhélt
man nun die (neuen) a-priori Wahrscheinlichkeiten fiir die schwarze Kugel:

Urne 1: 41,7%-éz 6,95%
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Urne 2. 33,3%%:11,1%

Urne 3: 25,0%-% =12,5%
Als Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer schwarzen Kugel im zweiten
Zug erhélt man nun 6,95 % + 11,1 % + 12,5 % = 30,55 %.

Die neuen a-posteriori Wahrscheinlichkeiten erhilt man nun folgendermalen:
Urne 1: 6,95 % : 30,55 % ~ 22,7 %,

Urne 2: 11,1 % : 30,55 % =~ 36,3 % und
Urne 3: 12,5 % : 30,55 % ~ 40,9%. 30

e) |Die Indizien sprechen hier fiir die Urne 2, da die a posteriori Wahrscheinlichkeit
fiir diese Urne mit 48,9 % gegeniiber 29, 1 % bzw. 22,0 % deutlich hoher sind.

Das Verfahren aus den Aufgabenteilen d) und e) beriicksichtigt Vorwissen.

Das Verfahren aus dem Aufgabenteil c) ist ,,vorsichtiger”. Es wird sich nur dann
gegen eine Hypothese ausgesprochen, wenn das Versuchsergebnis sehr stark
vom Erwartungswert der Hypothese abweicht. Zudem ist das vorgegebene Si-
gnifikanzniveau ist ziemlich willkiirlich. 10

Insgesamt 100 BWE | 20 | 70 | 10
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a) | Ein falsches Urteil wird abgegeben, wenn ein gedopter Sportler nach dem Test als
nicht gedopt gilt oder wenn ein nicht gedopter Sportler des Dopings bezichtigt
wird.
Es bezeichne:
« D das Ereignis, dass der betreffende Sportler gedopt ist.
o T das Ereignis, dass seine Dopingprobe positiv ausfallt.
Gegeben sind:
o P(D) = %(5)0 = 0,025 (a-priori-Wahrscheinlichkeit)
e p.=P(T/D)=0,8
e p.= P(T/D) =0,95
Gefragt ist nach:
P(T N D)+ P(T N D)=P(T /D) P(D)+ P(T/D)- P(D)
=0,2-0,025+0,05-0,975
=0,05375
Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 5,4 % wird also {iber eine zufallig ausgewéahl-
te Person ein falsches Urteil abgegeben. 20
b) | Zu bestimmen ist P(D/T).
Mithilfe eines Baumdiagramms, einer Vierfeldertafel oder der Formel von Bayes
erhilt man
P(5IT)= P(T'/D)-P(D) _ P(T/D)-P(D)
P(T) P(T/D)-P(D)+ P(T/D)-P(D)
_ 0,05-0,975 ~ 0,709
0,8-0,025+0,05-0,975
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein des Dopings beschuldigter Sportler nicht gedopt
war betrigt also ca. 71 %. An dem Nenner des Bruches ist gut zu erkennen, dass
unter den des Dopings Bezichtigten der iiberwiegende Teil aus Sportlern bestehen
wird, die nicht mit diesem Wirkstoff gedopt sind. Wegen des groBen Anteils nicht
gedopter Sportler ergeben sich aus dem Testfehler von 5 % so viele Fehlurteile. 20
¢) | Die B-Probe wird nur dann untersucht, wenn ein positiver Befund der A-Probe
vorliegt. Damit hat sich fiir den erneuten Testdurchlauf die a-priori-Wahr-
scheinlichkeit P(D) auf 0,291 erhoht. Wie in Aufgabenteil b) ergibt sich dann:
P(D/Py)= 0,050,709 ~0,132=13%.
0,8-0,291+0,05-0,709 15
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d)

Mit der Bayes-Formel ergeben sich analog zu a) und ¢) auf 3 Nachkommmastellen
gerundet die folgenden Tabellen:

1) Konstant ist p, = P(T / D) =0,95

De 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

P(D/T)
nach A-Probe

0,709 0,696 0,684 0,672 | 0,0661

Jp)=PDITY 1 6435 | o119 | 0107 | 0,097 | 0,089
nach B-Probe

2) Konstant ist p, = P(T /D) =0,8

Pa 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1,00

P(D/T)

0,709 0,661 0,594 0,494 0,328 0
nach A-Probe

gp)=PDIT) | 6135 | 0089 | 0052 | 0024 | 0006 0
nach B-Probe

So wiinschenswert es auch ist, ,,schwarze Schafe® mit mdoglichst groer Wahr-
scheinlichkeit des Dopings zu {iberfiihren, so miissen dennoch in erster Linie unge-
dopte Sportler vor ungerechtfertigten Anschuldigungen geschiitzt werden. Die Ta-
bellen zweigen, dass dazu die im Vergleich schon grofle Spezifitit p, von 95 %
noch weiter angehoben werden muss. Eine Erhohung der Spezifitit um einen Pro-
zentpunkt bewirkt hier mehr als eine Erh6hung der Sensitivitét p, um fiinf Prozent-
punkte.

Die gewiinschten Funktionen findet man entsprechend b) und c) mit der Bayes-
Formel entweder iterativ oder wegen der Unabhéngigkeit von A- und B-Probe auch
direkt:

39 975(p —1)°
g(p,)= > (p.—1)
975-p> —1950- p, +991

TP =500 57430
Bemerkung: Der hier beschriebene Zusammenhang ldsst sich natiirlich noch besser
verdeutlichen, wenn man die beiden Funktionen fund g grafisch darstellt, das kann
in einer Abiturklausur ohne Computereinsatz natiirlich nicht geschehen, wohl aber
zur Vorbereitung im Unterricht (z .B. mit Hilfe von DERIVE, EXCEL oder irgend-

einem geeigneten Funktionenplotter — siehe Anhang).

25

20

Insgesamt 100 BWE

20

60
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PRE
Fehlerwahrscheinlichkeit
bel |positivem Test
8.8
nach A-Probe
8.6
Spezifitat = 0,95
B.4
nach A- und B-Probe
8.2
Sensitivitat
-8.2 8.2 B.4 8.6 8.8 1
y i
Fehlerwahrscheinlichkei
beil |positivem Test
8.8
nach\A-Probe
nach A-
und B-Pribe
A.6
Sensitivitat = 0,8
8.4
a.2
Spezifitat
-A.2 a.2 a.4 .6 a.8 i 1.2
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Bewertung

I | II | IO

20
- P(,genau 2 Alkoholsiinder”) = ( 5 j-o,l2 -0,9"% ~28,5%.

. . “ _ 2 20 k 20-k __ 0
- P(,,nicht mehr als 2 Alkoholsiinder”) = Z L -0,17-0,97 =67,7% .

k=0
- P(,,mindestens 3 Alkoholsiinder)=1-67,7% =32,3% .
- P(,der erste Alkoholsiinder sitzt im letzten oder vorletzten kontrollierten
Auto®) =(0,9"+0,9")-0,1=2,9%
oder auch

P(,,der erste Alkoholsiinder sitzt im letzten oder vorletzten kontrollierten
Auto*) =0,9"-0,1+0,9"-0,1-0,9+0,9" -0,1=2,9%.

- P(,genau zwei Alkoholsiinder aufeinander folgend*) =19-0,1-0,9"* = 29 %. | 15 | 20

b) | Die berechneten Wahrscheinlichkeiten kdnnen der Tabelle entnommen werden.

Bestimmung des Ablehnungsbereichs:

4100
Es gilt: 2{ i j-O,lk -0,9'""* =2,37% , aber

k=0

> (100

Z[ J 0,1°-0,9"" = 5,76%
0

Also sollte die Nullhypothese H . p=0,1 verworfen werden, wenn weniger als
5 Alkoholsiinder ermittelt werden.

Bestimmung des Fehlers 2. Art:

24:(‘00) 0,05)" -(0,95)"" = 56,4%

k=0

Dieser Wert ist sehr hoch. Selbst wenn die Alkoholsiinderquote deutlich gesenkt
wiirde, ist die Wahrscheinlichkeit gro3, dass der Test dies nicht ,,entdeckt™. 10 | 30

c) | Da 3 <4, spricht das Ergebnis signifikant fiir eine Senkung der Alkoholsiinder-
quote.

Wenn die Haushaltspolitiker der Malnahme grundsétzlich negativ gegeniiber-
stehen, konnten sie eine Begriindung dafiir verlangen, dass die Quote unter 5 %
liegt, um der MalBnahme zuzustimmen, also verlangen, dass die Nullhypothese
H,:p=0,05 mit Signifikanz verworfen werden kann. Dann wire der Ableh-

k=0

. . v g L (100 k 100~k __ 0
nungsbereich k£ <1 . Es gilt ndmlich Z . -0,05%-0,95 =3,71%, aber

2, (100
Z( L J~0,05k~0,951°°"‘ ~11,83%.

k=0
Vor diesem Hintergrund ist das Ergebnis nicht signifikant, sie wiirden die Mal3-
nahme ablehnen.
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Wenn sie der Malnahme dagegen grundsétzlich positiv gegeniiberstehen, wiir-
den sie sich nur absichern und die Maflnahme nur dann ablehnen, wenn die
Nullhypothese H,: p<0,05 signifikant abgelehnt werden muss. Dann wére der

Ablehnungsbereich £ >10. Es gilt ndmlich

>, (100
1—2( ) j.o,05k~o,951°°"‘ ~1-97,18% = 2,8%, aber
k=0

1-—

100
( . j-o,osk-o,%m‘)"‘ =1-93,69%=6,3%.

8
k=0
So gesehen liegt keine Signifikanz vor. Sie konnen damit nicht begriinden, dass
die Alkoholsiinderquote iiber 5 % liegt und wiirden die MaBBnahme billigen.

Diese ausfiihrliche Losung wird nicht erwartet .Um die volle Punktzahl dieses
Aufgabenteils zu erreichen, wird mindestens einer der beiden Testvorschlige
erwartet und die darauf basierende Interpretation des Testergebnisses von drei
ermittelten Alkoholsiindern. 15

d) | Es geht um die Frage der stochastischen Unabhingigkeit des ,, Trinkverhaltens*
der einzelnen Fahrer. Diese ist z.B. dann nicht gegeben, wenn einige die Kon-
trollstelle entdecken bzw. davon erfahren haben, wenn ,,Gruppen‘ fahren (z.B.
eine Hochzeitsgesellschaft) oder wenn z. B. in der Sylvester- oder Rosenmon-
tagnacht gemessen wird.

Es wird von den Schiilerinnen und Schiilern eine ,, ergebnisoffene" zusammen-
héingende Darstellung erwartet. 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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Wir betrachten die Folge der 50 Leberwertmessungen mit den moglichen Ergeb-

nissen ,,zufrieden stellend oder ,,nicht zufrieden stellend* als Bernoullikette. Die

ZufallsgroBe X beschreibe die Anzahl der entlassenen Patienten mit guten Le-

berwerten.

- Bei einer Wahrscheinlichkeit von 70 % und einem Stichprobenumfang von 50
erwartet man n- p =35 Patienten, denen es gut geht.

- Mithilfe der Formel P(X =k) = [Z] p"-(1— p)"* oder der Tafel berechnet

man die Wahrscheinlichkeit P(X = 35) ~ 0,1223 ~12,2% .

- Aus der Tafel liest man die Wahrscheinlichkeit
P(X > 45~ 0,0002 =0,02% ab.

- Fiir diesen einseitigen Test gibt es verschiedene Ansétze:
(1) Fiir die Varianz von X gilt: V(X)=n-p-(1—p)=50-0,7-0,3=10,5. Da
V(X) groBer ist als 9, kann hier mit der 1,64-c-Umgebung um W argumentiert
werden. p—+1,640=35+1,644/10,5 ~ 40,3

Wenn also mindestens 41 Patienten einen zufrieden stellenden Leberwert ha-
ben, so ist das Ergebnis signifikant besser als zu erwarten war.

(2) Aus der Tabelle der summierten Binomialverteilung fiir » = 50 in der For-
melsammlung entnimmt man, dass die Wahrscheinlichkeit, dass 41 oder mehr
Patienten einen guten Leberwert haben, 0,0402 betrégt, fiir 40 oder mehr Pa-
tienten aber schon groBer als 0,05 ist.

Auch hier erhilt man das Ergebnis aus (1).
Wie grof3 die tatsdchliche Irrtumswahrscheinlichkeit ist, ergibt sich unmittelbar
aus (2), ndmlich ca. 4,02 %.

30

10

b)

Jede der 10 Testreihen liefert mit der Wahrscheinlichkeit 0,04 ein signifikantes
Ergebnis, obwohl keine Besonderheit vorliegt. Also weisen 10 Reihen mindes-
tens ein signifikantes Ergebnis mit der Wahrscheinlichkeit

1-0,96" =34 % auf.

Wenn kein Parameter wirklich besser ist, betrdgt bei dieser Vorgehensweise die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Ergebnis signifikant gut ist, dennoch immer-
hin ca. 34 %.

20

Der Ansatz ist wie in Teil b). Man erhélt die Gleichung 1—0,96" >0,6.
Durch Probieren oder Logarithmieren erhdlt man n > 22 bzw. n > 2245.
Der Chefarzt muss also 23 Parameter testen lassen, um mit 60%iger Wahrschein-
lichkeit ebenfalls eine Erfolgsmeldung zu haben.

10

10
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d) | Die Irrtumswahrscheinlichkeit wird fiir den Test eines einzelnen Parameters fest-
gelegt und die Ergebnisse der Parametertests, die keine Abweichung vom Durch-
schnitt darstellen, werden nicht ver6ffentlicht. Damit liee sich bei geniigend
vielen Parametern immer irgendein ungewohnlicher Zusammenhang nachweisen

oder jede Institution in irgendeiner Beziehung als besonders gut darstellen. 10 |10

Insgesamt 100 BWE |30 |50 |20
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X beschreibe die Anzahl der fehlerhaften Thermoschalter. Fiir den Erwartungs-
wert E(X) gilt: E(X)=n-p=5.

Die Wahrscheinlichkeit fiir genau 5 fehlerhafte Schalter betrégt

50
P=[ 5]-0,15 .0,9% ~18,49%.

Die Rechnung kann tiber den entsprechenden Term der Binomialverteilung mit
dem Taschenrechner erfolgen.

Aus dem Tafelwerk liest man ab, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
hochstens 5 fehlerhafte Schalter P(X <5) ungefdhr 61,61 % betrégt.

20

b)

Da es sich um eine Massenproduktion geht, kann man so rechnen, als ob es sich
um ein Ziehen mit Zuriicklegen handeln wiirde. Das Auftreten von Fehlern im
Produktionsprozess wird wegen regelméfiger Wartung als zufillig angenom-
men. Dadurch ist die Annahme der Unabhéngigkeit im Produktionsprozess ge-
rechtfertigt.

10

Das Gegenereignis zu dem betrachteten Ereignis ist, dass beide Schalter versa-
gen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist 0,12 = 0,01. Also ist die Wahrscheinlich-

keit dafiir, dass die Stromzufuhr unterbrochen wird, 1-0,1> =0,99=99%.

Alternativer Losungsweg:
P(, Die Stromzufuhr wird unterbrochen*) = 0,1-0,9 + 0,9-0,1 +0,9-0,9 = 0,99

10

d)

Die Wahrscheinlichkeit, dass es bei 100 Maschinen zu mindestens einer Uber-
hitzung kommt, berechnet man durch 1 —0,99'” = 10,3660 = 63,4 %.

15

Ist keine Qualitdtsverbesserung eingetreten, so gilt: p = 0,1. Man liest wie in
Teil b) die Wahrscheinlichkeit fiir hdchstens 3 fehlerhafte Schalter ab: 0,2503.
Also erhdlt das Team die Pridmie mit einer Wahrscheinlichkeit von ungefahr
25 % zu Unrecht.

Ist die Qualitét so verbessert worden, dass p = 0,05 gilt, ergibt sich als die Wahr-
scheinlichkeit fiir hochstens 3 fehlerhafte Schalter: 0,7604. Wenn mehr als 3
fehlerhafte Schalter in der Stichprobe auftreten, so erhélt das Team die Prédmie
zu Unrecht nicht. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist also 1 —0,7604 =24% .

20

Wenn man z.B. mit 100 Maschinen wie in Teil d) rechnet, erhédlt man
1—(1-0,05%)'"=1-0,9975'"" =1-0,778 =22%.

Dieser Wert ist ziemlich hoch und kann von der Firma ,,Maschinenfix“ unter
den genannten Bedingungen nicht akzeptiert werden.

Der Schutz wird deutlich erhéht, wenn die Firma in ihre Maschinen 3 oder sogar
4 Schalter in Reihe einbaut. (1 — 0,13 = 0,999; 1-0,05° = 0,999875;...).

Bereits fiir 3 Schalter gilt
mit der alten Qualitit: 1-(1-0,')" =1-0,999" = 0,0952,
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analog fiir die neue Qualitit: 0,0124.

Ein Maschinenschaden wiirde dann im Mittel sehr viel seltener auftreten. 15

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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Aufgabe 13: Welche Urne ist das?

Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
I | I | III
a) | Beim 10-fachen Ziehen mit Zuriicklegen aus der Urne 1 ist die Anzahl der
schwarzen Kugeln (10-%) -binomialverteilt.
- P(,alle Kugeln schwarz) = p" =0,6" =0,60%
10 6 5 4 5
- P(,,5 schwarze Kugeln*) = =1 | —1| =20,07%
5 10 10
- P(,,hochstens 2 schwarze Kugeln aus U;“) =
10 9 2 8
10
4 +10.£. 4 + (o). [4A ~1,23%
10 10 {10 2 ) \10 10
- P(,,mindestens 3 schwarze Kugeln aus U;*) = 1-1,23 % =98,77 %. 201! 5
b) | Man betrachtet die ganze Situation als Stufenexperiment und wendet die Pfadre-
geln an: Auf der ersten Stufe wird eine Urne mit der Miinze ausgewtirfelt:
1
P(UI)ZP(UZ)ZE
und dann wird aus dieser Urne mit Zuriicklegen 10-mal gezogen.
Wegen der Gleichverteilung der beiden Moglichkeiten auf der ersten Stufe,
muss man die Wahrscheinlichkeiten der betrachteten Ereignisse fiir beide Urnen
berechnen, und dann jeweils arithmetisch mitteln.
Fiir U, ist die Rechnung schon in a) erfolgt, fiir U, kann diese analog zu a) oder
schneller mit Hilfe des Tafelwerks ( p = 0,3 ) erfolgen:
P(,,5 schwarze Kugeln aus U,) ~ 10,29 %
P(,,hochstens 2 schwarze Kugeln aus U,“)=0,0282 + 0,1211+ 0,2335
~ 38,28 %
P(,,mindestens 3 schwarze Kugeln aus U,*) = 1-38,28 % =61,72 %.
Es ergeben sich daraus folgende Mittelwerte:
- P(,,5 schwarze Kugeln®) = 15,18 %
- P(,,hochstens 2 schwarze Kugeln“) = 19,76 %
- P(,mindestens 3 schwarze Kugeln“) ~ 80,24 % 5120
0
¢) |.  Dem Tafelwerk entnimmt man: Z[ J -(0, 7)10_k =4,73%
k=6
S
Dem Tafelwerk entnimmt man: P, = Z[ J 0,6 -0,4" = 36,69 %
k

67



Stochastik Grundkurs - Losungen Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik

Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
I | II | IO

Hier wird also auf dem 5 %-Signifikanzniveau die Hypothese
H, : Es handelt sich um die Urne U,

gegen die Nullhypothese
H : Es handelt sich um die Urne U,

getestet.

P, entspricht der Irrtumswahrscheinlichkeit 1.Art
P, entspricht der Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art.
Die Entscheidungsregel ist sehr ,,vorsichtig*. 20| 5

d) | Da die Anfangsverteilung fiir die beiden moglichen Urnen als Gleichverteilung
(Miinzwurf) angenommen wird, vereinfacht sich die Rechnung z.B. mit Hilfe
des Satzes von Bayes in folgender Weise:

PU=U, |K =5)
B(10;0,6 ; .0,4°
_ (10;0,6 ;5) — 0,65 0, ~661%
B(10;0,6;5)+ B(10;0,3;5) 0,6°-0,4° +0,3°-0,7 5 110

e) | Wir fassen den ,,Wert* der Urne als Zufallsvariable W auf:

WU,)=6-15€ =90€ W (U,)=3-15€ =45€
Mit P(U,)=0,66 und PU,)=0,34
erhalten wir: EW)=0,66-90€ + 0,34-45€ =74,7€.

Die ,,Werterwartung* ist also groer als der Kaufpreis von 70 €.

Wenn man die ,,Werterwartung™ im Vergleich zum Kaufpreis als Entschei-
dungskriterium wahlt, dann sollte man sich nach dem Testergebnis K = 5 auf
das Spiel einlassen. 5 5

Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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Aufgabe 1 Flughafen

Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
1 I | III

a) | Die gegebenen GrofBen fithren auf die Gleichung 1 — p? = 0,90 und damit
p=0,3162.

31,6 % aller Gepackstiicke am Hamburger Flughafen haben den Zielflughafen
Frankfurt. 15

b) |Fiir die Losung empfiehlt sich ein Baumdiagramm (£ bedeute, dass die Kontrol-
le eindeutig sein, nE das Gegenteil):

Kontrolle 1 Kontrolle 2 Kontrolle 3 Wahrscheinlichkeit Zeit
E 0,9 10s

0,06 50s

nk

E 0,04 380's

Hieraus ergibt sich ein Erwartungswert von 27,2 Sekunden, die also durch-
schnittlich fiir die Kontrolle eines Handgepéackstiickes zu veranschlagen sind. 20| 5

¢) |Fiir die Normalverteilung einer stetigen Grofe gilt:

P(14SXS16)=®(16_15J—¢(14_15J=2-(I)(0,155)—1z12,3%.
6,45 6,45

Also hat ein zufallig herausgegriffenes Gepackstiick ein Gewicht von mindes-
tens 14 kg und hochstens 16 kg mit einer Wahrscheinlichkeit von 12,3 %. 15

d) |Die Funktionswerte von f sind alle nichtnegativ.
Es bleibt die Normierung zu iiberpriifen:

Eine (umstdndliche) Moglichkeit wire hier die Integration.
Eine andere Mdglichkeit ist die elementargeometrische Berechnung des Fla-
cheninhalts zwischen dem Graphen von f und der x-Achse:

Die Trapezflache hat den Inhalt 1, also handelt es sich um eine Dichte einer
Verteilungsfunktion. 5115

e) | Aus Symmetriegriinden erkennt man sofort, dass der gesuchte Erwartungswert
15 kg ist.
Auch die weniger elegante direkte Berechnung des Erwartungswerts ist erlaubt. 10

f) | Das Rechteck, dessen Flacheninhalt der gesuchten Wahrscheinlichkeit ent-
spricht, hat die Breite 2 und die Hohe 0,05. Also hat in diesem Modell ein zufél-
lig herausgegriffenes Gepéckstiick ein Gewicht von mindestens 14 kg und
hdchstens 16 kg mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 %.
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Diese geringere Wahrscheinlichkeit erklart sich durch die gro3eren Werte (gro-
Bere Dichte) der Normalverteilung in der Nédhe des Mittelwertes 15, wie der
Vergleich der beiden Wahrscheinlichkeitsfunktionen zeigt:
A
0,061
0,051
0,041
0,031
0,021
0,011
5 10 15 20 25 B
15
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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Aufgabe 2 Fahrtstrecke

. . Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
I | I |10
a) |Nach dem Aufgabentext ist u = 2,5 und 6 = 0,25.
Gesucht ist die Zeit t fir die Fahrt, die in 95 % der Félle ausreicht:
P(t<X)=0,95= ®(1,65) =<I)(t0_§’55): t—-2,5=1,65-0,25=0,4125
also = 2,9125. Das sind auf Minuten gerundet 2 Stunden und 55 Minuten.
Der Fahrer muss also um 5.35 Uhr losfahren.
Losung auch mit o-Regeln moglich:
Im Intervall [p—1,640 ; p +1,640] liegen 90 % aller Zeiten, aus Symmetriegriin-
den liegen dann 5 % der groBten Zeiten oberhalb von u+1,646 =
u+1,64c = 2,5+0,41 = 2,91. Das ist auf Minuten gerundet dasselbe Ergebnis wie
oben. 15
b) |Zuordnung der Fahrzeit ¢ zur Zufallszahl z:
t=75fir0<z<0,2,t=90fiir 0,2<z<0,8und r=105 fir 0,8 <z < 1.
Es gibt weitere Zuordnungsmoglichkeiten.
Simulation der Fahrt:
A

9005 | Bereich Zufallszahl Fahrzeit (Sekunden)

: K 1 0,83962 +105 105
800773 ¥ 2 0,35849 +90 195
70015 ¥ 3 0,08903 +75 270
600 & 4 0,05793 +75 345
500 & X 5 0,96942 +105 450
w00 x 6 0,95658 +105 555

o 7 0,46987 +90 645
800 8 0,27525 +90 735
200 9 0,65613 +90 825
1001 10 0,52743 +90 915
0 Bereiche, Die Fahrzeit fiir diese Simulation betrigt 915 s.
0123456782910

(Zufallszahlen: Zeile 5 aus Cornelsen, das grofie Tafelwerk, S. 51)
Die jeweilige Aufsummierung der Zeiten ist nicht zwingend, Grafik wird nicht
erwartet.
Beschreibung des Gesamtmodells:
Das Modell basiert auf unabhingigen ZufallsgroBen, die identisch verteilt sind.
Sie konnen in der oben beschriebenen Weise die drei Werte 75, 90 und 105 an-
nehmen. Sie werden zur Ermittlung der Fahrzeit aufaddiert:
Fahrt in ersten 10 Bereichen: F; =X + X; + ... + Xjo (s.0.),
Gesamtfahrt: Foequm = X1 + X5 + ... + Xj0.
Die obige Grafik macht deutlich, dass man dieses Modell als Zufallspfad deuten
kann, also als Random Walk. 15| 10
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¢) | Berechnung der Standardabweichung fiir diesen Fall:

u =126 ist gegeben.
P(XS137)=1—0,13=0,87:>¢(1,13)=®[Mj:> c:l—gz9,75 .
(e}

5

Berechnung der Prozentzahl der ..korrekten* Autofahrer:

120-126

P(XSIZO)z@( ]z®(0,6154)z0,29.

2

Es halten sich ca. 29 % der Autofahrer an die Vorschriften (und fahren nicht zu
schnell). 20

d) |Kurve:

Anderung von p verschiebt Kurve in x-Richtung:

u vergroBBern = Verschiebung nach rechts,

p verkleinern = Verschiebung nach links

Anderung von o verindert Hohe und Weite der Kurve:

o vergroflern = Kurve wird flacher und lauft weiter

o verkleinern = Kurve wird steiler und liegt néher an der y-Achse
(Siehe o-Regeln, Fldchenmaf3 bleibt unverdndert)

Kontext von Aufgabenteil a)

Verschiebung des Mittelwertes verdndert die ndtige Abfahrtszeit:

u verkleinern bedeutet entsprechende kiirzere (mittlere) Fahrzeit, also kann der
LKW entsprechend spéter losfahren.

u vergroBern bedeutet analog fritheres Losfahren des LKW.

o verkleinern heiit weniger Zeitzugabe, ¢ vergroflern heillt mehr Zeitzugabe
(bezogen auf gegebenes )

Kontext von Aufgabenteil ¢)

p verkleinern bedeutet, dass in dem Modell dann weniger Autofahrer 137 km/h
iiberschreiten.

u vergroflern bedeutet analog, dass dann mehr Autofahrer 137 km/h {iberschrei-
ten (so lange p nicht wesentlich groBer als 137 km/h ist, was der Sachkontext
ausschlief3t).

o verkleinern heifit (bezogen auf gegebenes p), dass dann weniger Autofahrer
137 km/h iiberschreiten konnen, ¢ vergroBern: umgekehrt.

Andern von p und 6 bedeutete entsprechende Kombinationen. 5110 10

e) | Zentraler Grenzwertsatz

X; seien (identisch verteilte und) unabhéingige Zufallsgroen. Dann néhert sich
die Verteilung der Zufallsgrofie X = X, + ... + X, fir wachsendes n einer Nor-
malverteilung.
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Der Zentrale Grenzwertsatz kann salopp auch so formuliert werden: Eine Va-
riable, die vielen kleinen, voneinander unabhédngigen Zufallswirkungen unter-
liegt, ist normalverteilt (nach mathe online).
Es gibt natiirlich noch viele weitere Formulierungsmoglichkeiten.
Bedeutung
Die ,,saloppe “ Formulierung enthdlt bereits die Bedeutung.
Der Satz rechtfertigt fiir viele Untersuchungen die Annahme der Normalvertei-
lung, z.B. bei Teil a).
Siehe dazu auch b): Eine Simulation mit einer Tabellenkalkulation zeigt dann
nédherungsweise Normalverteilung. 15
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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Aufgabe 3 Motorenhersteller

Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
I | II | IO
a) | Die ZufallsgroBBe Kolbendurchmesser ist normalverteilt mit dem Mittelwert

1 =88,90 und der Streuung o =0,57.

In folgendem Intervall soll der Kolbendurchmesser sich bewegen: [88,4; 89,4] .

Die Anzahl der ohne Nacharbeit brauchbaren Kolben betréigt:

n,y = P(88,4<d,,,, <89,4)-1000=P([88,4;89,4])-1000

_| 89,4-88,9 _® 88,4—-88,9 1000=621
0,57 0,57
Werte mit Tafelwerk berechnet. 15

b) | Der Anteil der ohne und mit Nacharbeit brauchbaren Kolben ergibt sich zu:
P(88,4<dy,,, <(89,4+0,4)) = P([88,4;89,8])

_| @ 89,8-88,9 _® 88,4 88,9 —0,7535
0,57 0,57

Zwischen der Liefermenge und der ohne und mit Nacharbeit brauchbaren Kol-
ben besteht der Zusammenhang n,,,,, -P([88,4; 89,8]) =n,,.~-

T E—Y V)
P([88,4:89,8]) 0,7535 15

Daraus folgt die Liefermenge: n,,,,, =

c) | Die Gesamtkosten fiir die Kolben ergeben sich aus dem Preis, den Kosten fiir
die Nacharbeit und den Transportkosten:

ngs =K,+K, +K,
= N iofer kptn,yky+K;
1. Fall: ohne Nacharbeit

:&:16]0

Wit P([88,4;89,4])
K, =1610-60+0-80+130=96 730

2. Fall: mit Nacharbeit

Es miissen 1 327 Kolben bestellt bzw. geliefert werden (vgl. b).
Davon sind 1000 im langfristigen Mittel brauchbar (ebenfalls nach b) ).

62,1 % von den 1 327 Kolben sind im langfristigen Mittel gleich in Ordnung,
miissen also nicht nachbearbeitet werden, das sind 824 Kolben.

Also miissen 176 Kolben im langfristigen Mittel nachbearbeitet werden.
Die erwarteten Kosten betragen also:

Koes=1327-60+176-80+130=93830.
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Die Nacharbeit lohnt sich also, die Ersparnis betriagt im langfristigen Mittel 2 900 € .

Losungsalternative (umstdndlicher): Man verwendet noch einmal die Normal-
verteilung und berechnet den erwarteten Anteil der nachzubearbeitenden Kol-

ben durch P(89,4<d,,,, <89,8) und kann daraus die erwarteten Nachbe-

arbeitungskosten ausrechnen.

30

d)

1000 1 000

n(o)= =
(©) @(89,8—88,9)_(1)(88,4—88,9) @(0,9)_@(—0,5)
o (o) o (o}

1000 1000

o[ () (5
o o o o
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit heifle 0. Dann ist analog

coro{ o E o ()

20

Erwartet wird eine verbale oder formelmdfige Beschreibung zur Kostenberech-
nung in Abhdngigkeit von der Standardabweichung o, und zwar fiir beide in c)
behandelten Fille.

Eine Berechnung wird nicht erwartet, wére aber grundsdtzlich mit den Bezie-
hungen aus d) méglich.

Die Gesamtkosten verdndern sich in folgender Weise in Abhingigkeit von der
Standardabweichung, die im Folgenden als Variable x heiflen soll:

Kosten mit Nachbearbeitung (bei stetiger Preisentwicklung der Herstellungskos-
ten): K, (x)=n(x)-60-(1+0,57 —x)+n(x)-(1-o(x))-80+130,

Kosten ohne Nachbearbeitung K,(x) = % -60-(1+0,57—-x)+130.
o(x

Nun kann z.B. mit Hilfe einer Wertetabelle und der Graphen von K, und K, ge-
klart werden, ob die Kosten mit sinkender Standardabweichung ebenfalls sinken
A - und wie lange diese Ten-
1.1 108 L denz anhilt. Und es lésst
WS- - et . sich so auch kldren, ob die
— QN7 Kosten bei ,,ohne Nach-
90000~ - - - ST e : . o ;

= arbeiten giinstiger blei-
ben oder nicht.

<

Kosten

80000 = -F__;;me
700 Der Graph zeigt jeweils ein
Sinken der Kosten bis zu
50000 , - , - ; - ; - : : etwa 0= 0,2 und die zu
erwartende Gleichheit bei
beiden Modellen mit fast
SHe ' ' ' 100%iger Qualitdt.

20000

60000

40000

Es wdre auch eine stiickwei-
10000 se definierte Preisfunktion

Standardabweichun T
g X: fiir die Herstellungskosten
0.05 0.1 0.5 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.5  mgglich.

20

Insgesamt 100 BWE

15

65

20
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Aufgabe 4 Buchungsrisiken

Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
I | I | III

a) | Es geht um die Frage der stochastischen Unabhéingigkeit der einzelnen Absa-
gen, die z.B. dann nicht gegeben ist, wenn durch Unwetter am Urlaubsort,
durch eine 6konomische Krise oder durch eine Katastrophe in der Luftfahrt
das Absageverhalten bestimmt wird; sie gilt auch dann nicht, wenn Familien
oder Gruppen reisen, weil "menschliche Beziehungen" hier auch stochastische
Abhingigkeiten verursachen.

Es wird von den Schiilerinnen und Schiilern eine ,, ergebnisoffene ', zusam-
menhdngende Darstellung erwartet. 10| 10

b) | Dieser Aufgabenteil kann mit der oberen Zeile der anliegenden Tabelle leicht
gelost werden. Erwartet wird eine Erlduterung des Vorgehens.

Die Ergebnisse:
(100
- P(,,genau 5 Absagen*) = 5 -0,05%-0,95” =18 %.

100 100
- P(,,mindestens 3 Absagen®) = Z[ . ).0,05" -0,95'"7* =~ 88,2 %.

k=3

4
- P(,,h6chstens 4 Absagen®) = Z[IZOJ.O,(E" .0,95'0* = 43,6 %.

k=0

- P(,,3 oder 4 Absagen®) = LIZOJ .0,05%-0,95” +[120] -0,05%-0,95%~= 31,8 %.
15| 5

¢) | Da in der Hauptsaison — wie dargestellt — die Nachfrage sehr grof ist, kann
immer angenommen werden, dass die angebotenen Plitze auch gebucht wer-
den. Die Absagen konnen wir unter den gleichen Annahmen wie in a) als
B, s -verteilt ansehen, wobei n die Anzahl der angebotenen und damit auch
gebuchten Plitze bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir » = 102 weni-

ger als 2 Kunden absagen, ergibt sich als Summe der ersten 2 Zahlen in der
Zeile fiir n = 102 aus der anliegenden Tabelle: P = 3,4 %. 15

d) | Fiir den Erwartungswert der Stornokosten gilt:

102 102
E("Verlust") = 1200- )" (k—100)-{ ) J.o,95k 0,050 ¢

k=101

=~ 4725¢€.

Fiir den Erwartungswert der im Sinne des Hinweises fiktiven Einnahmen gilt:
E("Einnahmen") = 200-102-0,95 € =19 380 €.

Denn die Anzahl der Buchenden wird als B, o5 -binomialverteilt angenommen.

Die Gewinnerwartung betragt also 19 380 € —47,25 € =19 333 €.

Ohne Uberbuchung wire die Gewinnerwartung 200-100-0,95 € =19 000 €.
Das Uberbuchen lohnt sich also fiir das Reisebiiro. 10 | 10
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e) | Wir betrachten die Rechnung von d) als Funktion der angebotenen Plétze n
_ c n k (n=k)
E(m)=200-n-0,95 — 1200- Z (k—lOO)(k)-O,% -0,05 [€].
k=101
Wir erhalten (mit Hilfe des Anhangs) folgende Wertetabelle:
n 102 103 104
En) 19333 19 397 19316
Aus dieser geht hervor, dass das Optimum bei n = 103 liegt. 15 | 10
Insgesamt 100 BWE 25| 55| 20
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Aufgabe 5 Bogenschiel3en

. . Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung

I | I | I

a) | Die Funktion ist auf dem angegebenen Intervall konstant und verhilt sich fiir
grofere x wie gefordert.

a muss grofer als 0 sein, damit g nichtnegativ ist; die Grofe von a wird durch
die Normierung bestimmt: .[g(x)dx =[ax]; + [—%ax%} =a+ %a = ga =1.
0 1

Also muss a = 0,75 gelten. 5115

b) | Bei gegebener Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion g berechnen sich Erwar-
tungswert und Streuung wie folgt:

oo

E(X)= ng(x)dx

= Jaxdx + Tax_3dx

0 1
o] o[ 5]
ax + | ——ax
0 2 1
a=0

, 75 .

1
2

und

o’ (X)=E(X")-(E(X))

= jaxzdx + Tax’zdx -0,75

0 1

= [éaﬁ T + [—ax‘1 ]T -0,75

0

4
=§a—0,752 =0,4375.

also

o(X)=4/0,4375 = 0,6614 10

c¢) | Die gesuchte Wahrscheinlichkeit berechnet sich ebenfalls als Integral:

Ig(x)dx =[—lax_3} = La = 1
S 3 , 24 32

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schuss zufdllig mehr als 2 Langeneinheiten
daneben geht, betrégt also gut 3 %. 15

d) | Aus Aufgabe c) ersieht man, dass Herbert bei jedem Schuss mit der Wahrschein-
lichkeit 1 —0,03125 = 0,96875 nichts zu lachen hat. Bei allen 4 Schiissen hat
Herbert mit der Wahrscheinlichkeit 0,968754 =(,88 keinen Anlass zu lachen,
wenn man die Schiisse als unabhéngig ansieht, was sicherlich berechtigt ist. 15

78



Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik Stochastik Leistungskurs - Losungen

. Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung
| II |10
e) | Die einzelnen Schiisse werden als Teil eines Bernoulli-Experiments angesehen
und die Wahrscheinlichkeit fiir ein solch extremes Ergebnis berechnet:
4 3 4
ERNED + 1 =0,00012.
3032/ \32 32
Da dieser Wert sehr klein ist, erscheinen Dieters Angaben recht unglaubwiirdig.
(Der 2. Summand spielt hier keine Rolle und konnte auch weggelassen werden.) 20
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20

79



Stochastik Leistungskurs - Losungen Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathematik

Aufgabe 6 Blutspenden

. . Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung

I | I | I

a) |Interessiert man sich nur fiir eine der Blutgruppen und ob ein Mensch diese
Blutgruppe hat oder nicht ( z. B. bei einer Bluttransfusion), so liegt ein Bernoul-
li-Experiment vor. Geht man zudem von einer grolen Grundgesamtheit aus und
wenig Personen, die zu einem Blutspendetermin erscheinen, kann die Tatsache,
dass ,,nicht zuriickgelegt wird“ (dass niemand mehrfach nacheinander Blut
spenden darf), vernachldssigt werden. Bestehen zwischen den Blutgruppen der
Spender keine Abhédngigkeiten, so sind alle Voraussetzungen fiir eine Bernoulli-
Kette erfiillt, X ist binomialverteilt.

Die Blutgruppe eines Menschen ist durch die Blutgruppen seiner Vorfahren
bestimmt. Kommen Familienangehorige gemeinsam zum Blutspenden, so liegt
keine Unabhéngigkeit vor, also auch keine Binomialverteilung. 15

b) | Die Wahrscheinlichkeit fiir genau & Treffer in einer Bernoulli-Kette der Lange n
betrigt: P(X = k)= (Zj = py

n=100, p=0,11:
100 11 89
P(X=11)= T’ -0,117-0,89% =0,127.

n=100, p=0,01:

P(X<)=P(X=0)+P(X =1)=0,99'" +100-0,01-0,99” =0,736.

n=>50, p :% . Hierfiir liegen Tabellen mit den kumulierten Werten vor:

P(X 215)=1-P(X <14)=1-0,2612=0,739 .

1
n=2500, p=—:
P73

Daoc=\n-p-(1-p) :\/2500-0,5-0,6 =\/555,§ >3, kann die Binomialvertei-

lung durch die Normalverteilung approximiert und die integrale Naherungsfor-
mel angewendet werden.

P(800< X <900) = cb[wj _ q,(w)
c o

:®{900,5—833,3J_®(799,5—833,3]

\555,5 \555,5

~®(2,85)~ D (~1,44) = (2,85) — (1- D (1,44)) = 0,9978 — 0,0749 = 0,923

In einigen Biichern wie auch in der genehmigten Tafel wird die Formel von
Moivre-Laplace ohne die Korrektur mit 0,5 angegeben. Entsprechende Rech-
nungen sind natiirlich auch als richtig anzusehen. 15] 10
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¢) | Aus der Uberlegung, dass ,.kein Spender das Gegenereignis von ,,mindestens
ein Spender® ist, ergibt sich der Ansatz:
Gesucht ist das kleinste n, so dass gilt: 1-0,99" > 0,99 . Aufgelost nach n erhalt
man: n> 120,01 und somit zn = 459.
120,99 10
d) | Es bezeichne
- K das Ereignis, dass die betreffende Person infiziert ist,
- P, das Ereignis, dass der Test bei der betreffenden Person eine Infektion an-
zeigt.
Gegeben sind:
- P(K)=0,001 (a-priori-Wahrscheinlichkeit)
P(F,/K)=0,99
P(P,/K)=0,02
Das Testergebnis ist fehlerhaft, wenn eine vorhandene Infektion nicht angezeigt
wird oder wenn eine Infektion angezeigt wird, obwohl das Blut nicht infiziert
ist. Mit Hilfe eines Baumdiagramms oder durch folgende Rechnung erhélt man:
P(F)=P(P,nK)+P(P,nK)=P(K)-P(P,/ K)+ P(K)-P(P,/ K)
=0,001-0,01+0,999-0,02 = 0,020
Nur in ca. 2 % aller Félle ist das Testergebnis fehlerhaft. 10| 10
€) = P(K)-P(P,/K)-
Gesucht ist P(K/P)) = (K)- P(F,/K) )
P(F)
Fiir den Nenner gilt:
P(P) = P(E)~P(B) /E) +P(K)-P(F,/K)=0,999-0,02+0,001-0,99 = 0,02097
J— . 2
PR 1Py =222002 4 553
0,02097
Dieses Ergebnis erscheint auf den ersten Blick sehr erstaunlich: trotz eines posi-
tiven Testergebnisses ist fiir eine Person die Wahrscheinlichkeit, dass sie nicht
infiziert, ist noch iiber 95 %. Das liegt daran, dass der Anteil der nicht mit die-
sen Viren infizierten Personen in der Bevolkerung so grof3 ist, dass 2 % von
dieser Personengruppe der nicht Infizierten bei weitem mehr sind als der Anteil
von 99 % der richtig diagnostizierten Kranken. 10 | 5
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f) | Fiir diesen Wert x miisste nach ¢) gelten:
0,999-x =0,5 & 0,999x =0,000495+ 0,4995x
0,999-x+0,001-0,99
< 0,4995x =0,000495
o x=9,91-107
Der Wert miisste noch unter 1 0/ liegen. 15
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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Wegen der grolen Zahl der Grundgesamtheit kann die wiederholte Untersu-
chung von Blutproben als Bernoulli-Kette angesehen werden mit der Erfolgs-

4
wahrscheinlichkeit p = i 10

7 =0125% .

Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,keinen Erfolg® betrdgt dann (1 — p)”.
Wir losen die Gleichung (1-p)" =1%
_ —2-logl0

n=—"—"5"_-3681,8.
log0,99875

Also miissen mindestens 3682 Blutproben untersucht werden.

10

b)

Dies ist die ,, klassische “ Anwendung der Bayes-Formel:

Es bezeichne:

- K das Ereignis, dass die betreffende Person infiziert ist,

- P, das Ereignis, dass die betreffende Person ein positives Testergebnis hat.
Gegeben sind:

- P(K)=0,125% (a-priori-Wahrscheinlichkeit)

- P(P,JK) =99,8%

- P(PJK)=1%

Gesucht: P(K|P,).
P(K | Po) = P(K)-P(Po|_K) _
P(K)-P(Po|K)+ P(K)-P(Po|K)

=11L1%

(Bayes-Formel)

15

Ein positives Testergebnis kommt entweder durch einen Infizierten zustande
oder durch einen Gesunden.

Die 1. Pfadregel ergibt fiir den ersten Fall:
p,=P(K)-P(Po|K)=0,125%-99,8% = 0,1248%

und fiir den zweiten Fall:

p, =P(K)-P(Po|K)=99,875%1%=1%.

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein positives Testergebnis ergibt sich als Summe
von p; und p,.

P(Po)=:p,=p, +p,=1,12% (Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit).
Wegen des sehr groen Anteils nicht infizierter Personen in der Stichprobe er-
geben sich aus dem kleinen Testfehler von 1 % (dass eine nicht infizierte Per-
son positiv getestet wird) viele Fehldiagnosen dieser Art.

p: entspricht ungefihr dem Wert p aus Aufgabe a), aber p, ist ungefédhr 8-mal
grofer als p;. Man erhélt viel mehr ,,Positive* durch Fehldiagnosen.

Mit dem Wert von p; rechnen wir nun genauso wie in a):

n= M ~ 408
log0,9888

Also miissen nur mindestens 409 Blutproben untersucht werden.

2

15
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d) | Ausgehend von der a-priori-Wahrscheinlichkeit von nur 0,125 % fiir einen in-
fizierten Patienten ist diese durch den positiven Test auf die a-posteriori-Wahr-
scheinlichkeit von 11,1 % gestiegen, also ungefidhr um den Faktor 90.

Aber, wenn vorher keinerlei Verdacht bestand, ist die diagnostische Qualitdit in
der Tat gering, weil — wie in ¢) beschrieben — wegen der geringen a-priori-
Wahrscheinlichkeit fiir Aids, die Quote der filschlich Positiven so sehr ins Ge-
wicht fallt. 10

e) | Hier sind die Uberlegungen anders: Da die Ubertragungswege fiir Aids gut be-
kannt sind und die betreffende Person ihr Vorleben individuell in der Regel gut
einschitzen kann, muss sie hier mit einer individuellen subjektiven a-priori-
Wahrscheinlichkeit in die Bayes-Formel gehen.

Wenn sie z.B. jahrelang sexuell enthaltsam gelebt hat und keinen Blutaus-
tausch hatte, wird sie diese als Null annehmen und die a-posteriori-Wahr-
scheinlichkeit bleibt dann auch Null. Sie braucht nicht beunruhigt zu sein.

Wenn die Person aber ,,riskant” gelebt hat, kann die a-priori-Wahrscheinlich-
keit p, die sie nur schitzen kann, fiir sie erheblich hdher als 0,125 % sein.

Zum Beispiel: bei p = 5 % ergibt sich dann schon eine a-posteriori-Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Infektion von 84 % mit einem hohen traurigen diagnos-
tischen Wert. 10

f) | Mit Y werde die Anzahl der Personen in der Stichprobe bezeichnet, bei denen
eine lindernde Wirkung erkennbar sein wird.

Wir nehmen an, dass Y 100-p-binomialverteilt ist mit unbekanntem p.

Wir betrachten die Nullhypothese H, : p <40% mit der

Gegenhypothese H,: p=40%.
Wir werden die Nullhypothese ablehnen bei hinreichend groBen Realisierungen
von Y. Sagen wir, dass H, abgelehnt wird, falls gilt: Y > k.
k
Fiir den Fehler au(k) 1. Art gilt dann: au(k) <1- ZB(I 00;0,4;i) .
i=0
Wegen 6=4/100-0,4-0,6 = V24 >3 kénnen wir die obige Summe approxi-
k+0,5- 40))
Nl

Mit Hilfe einer Tabelle der Gaufischen Integralfunktion oder durch Probieren
mit dem Taschenrechner erhalten wir:

mieren durch ®(

k 47 48
k) < 6,3 % 4,1 %

Man sollte also die Nullhypothese ablehnen, falls gilt: ¥ > 48.

48
Fiir den Fehler B(p) gilt dann: B(p) = ZB(I 00; p;i).

i=0

Wie oben nidhern wir die Funktionswerte an und erhalten:
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P 40 % 50 % 60 %
B(») 96 % 38 % 1%

Wenn es stimmt, dass das Medikament in beschriebener Weise wirkt, aber p
nicht deutlich iiber 50 % liegt, wird es deswegen dennoch mit hoher Wahr-
scheinlichkeit nicht zur gewiinschten Ablehnung der Nullhypothese kommen.

Der Test ist nicht trennscharf. Dies wire durch eine Erh6hung des Stichpro-
benumfanges zu verbessern.

20

10

2

Die Zweifler werden versuchen, ein signifikantes Ergebnis zur Ablehnung der
Nullhypothese H,,: p>40% zu bekommen.

Dies wird bei hinreichend kleinen Realisierungen von Y geschehen. Sagen wir,
falls Y < m.

Fiir den Fehler ou(m) 1. Art gilt dann: ou(m) < ZB(IOO; 0,4;i).
i=0
Mit den gleichen Methoden wie in f) erhalten wir:

m 31 32
om) < 4,1 % 6,3 %

Man sollte also die Nullhypothese ablehnen und der Behauptung der Medika-
mentenwirksamkeit misstrauen, falls gilt: ¥ < 31.

(Dieser Test ist librigens natiirlich genau so wenig trennscharf wie der in f),
d.h. bei Werten fiir p zwischen 20 % und 40 % werden die Zweifler mit hoher
Wahrscheinlichkeit nicht zu einem signifikanten Ergebnis kommen.)

Insgesamt 100 BWE

25

50

25
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Aufgabe 8 Kugelschreiberproduktion

. Zuordnung,
L 6sungsskizze Bewertung
I | I |10
a) |e Ereignis 4: Sowohl die Mechanik als auch die Mine sind defekt.
Es bezeichne:  K: defekte Mechanik E: defekte Mine
Nach Voraussetzung gilt: P(K)=0,03, P(E)=0,02
Unmittelbar aus der Definition der Unabhéingigkeit oder mit Hilfe eines
Baumdiagramms folgt:
P(A)=P(KNE)=P(K)-P(E)=0,0006=0,06%.
e FEreignis B: Der Kugelschreiber ist fehlerfrei.
P(B)=P(K NE)=P(K)-P(E)=0,97-0,98 =0,9506 = 95% .
e Mindestens ein Kugelschreiber ist defekt:
Es beschreibe X die Anzahl der fehlerhaften Kugelschreiber.
Die Priifung von n Kugelschreibern kann als Bernoulli-Kette der Lénge n an-
gesehen werden. Es handelt sich offensichtlich um eine Massenproduktion,
die Fehler treten nach Aufgabenstellung unabhéngig voneinander auf, so dass
von einer konstanten Trefferwahrscheinlichkeit von p = 0,05 ausgegangen
werden kann. Die Zufallsvariable X ist demnach binomialverteilt.
Hier gilt: n=10, p=10,05.
10
P(X=1)=1-P(X =0) =1—( 0]-0,050 -0,95" =1-0,5987 = 0,4013 =~ 40,1% .
Das Ergebnis kann auch mithilfe der Tafel bestimmt werden.
Istn =10, so ist in der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 40 %
mindestens ein fehlerhafter Kugelschreiber enthalten.
e [m Folgenden ist # zu bestimmen.
Es soll gelten: P(X =1)>0,99.
AusP(X 21)20,99 <1-P(X =0)>0,99 < 0,95"<0,0l < n> 120.05
gy,
folgt: n>90
Auch mit systematischem Probieren ldsst sich n aus der Bedingung
0,95" <0,01 ermitteln.
Auch mit einem Gegenbeispiel fiir n» mit 90 <n <100 ist die Aussage des
Qualitétspriifers widerlegt. 10| 20
b) | e Erwartungswert
n =50 und p = 0,05. Da X binomialverteilt ist, gilt:
E(X)=n-p=25
Pro Schachtel sind also im Durchschnitt 2,5 Kugelschreiber defekt.
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e Bestimmt werden soll P(Z <2):

Entweder
berechnet man die Einzelwahrscheinlichkeiten mit der Formel

P(X=k)= [ZJ (1= p)"™* und erhilt

_ 50 50 1 49 50 2 48 __ — 0
P(X £2)=0,95"+|" " |0,05'-0,05" + " |-0,05-0,05" ~0,5405 = 54,1%

oder

man bedient sich der Formelsammlung, die eine Tafel fiir » = 50 und p = 0,05
enthalt, und liest den Wert 0,5405 ab.

e Ereignis G: Sendung enthélt genau 50 defekte Kugelschreiber
n=1000, p=0,05 .
Es gilt:

1000 50 950
P(G)=P(X=50)=| _ "|0,05" 0,95 =0,058.

Mit den meisten Taschenrechnern kann man diesen Wert mit dieser Formel
auf diesem Wege nicht berechnen, aber man kann die Binomial- durch die
Normal-Verteilung approximieren, da ¢ > 3.

1 _(k_}t)z
e 2 und 0=./47,5, u=50.

P(X =k)=

g

G.
P(G)z;é’:o,oss.
47,5-2m

e Der Erwartungswert der Anzahl defekter Kugelschreiber in 20 Schachteln
mit je 50 Kugelschreibern betrdgt zwar n- p =1000-0,05=50, aber es ist
dennoch sehr unwahrscheinlich, diesen genau zu treffen. (Andererseits ist es
sehr wahrscheinlich, in die ,,Ndhe* zu kommen, z.B. in eine 26-Umgebung.)

15

10

Die Zufallsvariable Y beschreibe die Kosten, die pro Kugelschreiber auftreten.
Dann gilt:

E(Y)=0,30€-0,95+1,30€-0,05=0,35€

Bei einem Preis von 0,40 € ist also ein Gewinn von 0,05 € pro Kugelschreiber zu

. N 1
erwarten. Dieser betragt dann 7 =~14,3% der zu erwartenden Kosten.

Der Herstellerbetrieb kann also sein Planungsziel erreichen.

10
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d) | In beiden Fillen handelt es sich um einen einseitigen Hypothesentest iiber eine
Binomialverteilung mit » = 50.

A vertraut dem Angebot des Konkurrenten und verwirft die Nullhypothese

H ,:p=0,98 erst dann, wenn das Ergebnis der Stichprobe so klein ist, dass es
im Ablehnungsbereich von H, liegt.

Hierbeiist u=n-p=49, c=.ln-p-(1-p)=40,98 <3

Hier ist also die Voraussetzung fiir die Approximation der Binomial- durch die
Normalverteilung nicht erfiillt. Es muss mit dem Tafelwerk gearbeitet werden,
das sowohl fiir p = 0,02 als auch fiir p = 0,05 vorliegt.

Mit Hilfe der Tafel ergibt sich unter der Annahme p = 0,98 fiir die Anzahl Z der
fehlerfreien Kugelschreiber:

P(Z<46)=18% , P(Z<47)=78%

A wird also erst dann beim alten Hersteller bleiben wollen, wenn weniger als 47
fehlerfreie Kugelschreiber in der Lieferung sind.

B misstraut dem Konkurrenten und ist erst dann bereit, die Lieferfirma zu wech-
seln, wenn das Ergebnis der Stichprobe auf eine deutlich bessere Qualitét hin-
weist.

Seine Nullhypothese ist, dass die Qualitdt keineswegs besser als die des alten
Lieferanten ist: H, : p<0,95.

Von dieser Meinung weicht er erst ab, wenn die Stichprobe ungewdhnlich gut
ausfillt.

Unter der Annahme p = 0,95 liest man aus der Tafel ab:

P(Z=50)=1-P(Z<49)=7,7%.

Das heif3t: selbst wenn B H; erst dann ablehnt, wenn alle Kugelschreiber feh-

lerfrei sind, ist die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art immer noch iiber 5 % , d.h.
B wird durch kein mogliches Testergebnis davon abzubringen sein, den alten
Lieferanten beizubehalten. (Um hier iiberhaupt zu signifikanten Ergebnissen zu
kommen, miisste # erhoht werden, der Fehler 2. Art betrigt so iibrigens 100 %). 10 | 15

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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a) VO BlueBlack |Goldie X | JeansHouse
nach
BlueBlack 0,6 0,2 0,15
Goldie X 0,25 0,55 0,15
JeansHouse 0,15 0,25 0,7
(oo
Tabelle oder Graph erwartet. 10
b) 0,6 02 0,15
Die Ubergangsmatrix ist M =| 0,25 0,55 0,15 | (aus Tabelle oder Graph).
0,15 0,25 0,7
0,6 0,2 0,15)2700 2500
Nach einem Monat ergibt sich: | 0,25 0,55 0,15 || 2000 |=| 2255
0,15 0,25 0,7 )\ 3200 3145
Die Berechnung fiir den 2. Monat kann erfolgen durch
0,6 0,2 0,15)(2500 0,6 0,2 0,15\ (2700
(110,25 0,55 0,15] 2255 | oder (ii) | 0,25 0,55 0,15 | 2000
0,15 0,25 0,7 )\ 3145 0,15 0,25 0,7 ) {3200
Die Annahme, das Modell aus a) gelte in den folgenden 6 Monate weiter, bedeu-
tet, dass in diesen 6 Monaten
e die Anzahl der Gesamtkunden in den drei Geschéften unverdndert bleibt
e die Wanderungsanteile sich ebenfalls nicht &ndern. 15 5
c) |Stillstand der Kundenbewegung wiirde bedeuten, dass die Gleichung M-X =X
l16sbar ist, also mindestens ein solcher Vektor X existiert.
I 0,6x+0,2x, +0,15x, =x,  —40x, +20x, +15x, =0
Ansatz: [10,25x, +0,55x, +0,15x; =x, & 25x, —45x, +15x =0
11 0,15x, +0,25x, +0,7x;, = x, 15x, +25x, —30x, =0

&9
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Aus [I-Iund 2.1 + I folgt 65x1— 65x, = 0 und —65x,+65x, = 0,also x; = x,.
. ) 4
Eingesetzt in /1] folgt 30x; = 40x, & x; = Exz .

Wie in b) erwihnt, ist die Gesamtkundenzahl von Anfang noch giiltig, d.h. es
muss auch gelten x; + x, + x3 =7 900.

x1 und x; eingesetzt ergeben 10 x, = 5900-3 = 23 700 = x, = 2 370 = x; und da-
mit x; =3 160.

Die Kundenbewegung stabilisiert sich im Modell bei diesen absoluten Zahlen:
BlueBlack und Goldie X je 2 370 Kunden, JeansHouse 3 160 Kunden.
Diese Werte sind nach 6 Monaten fast erreicht.

BlueBlack schneidet am schlechtesten ab, da es iiber 12 % der Kunden verliert,
JeansHouse bleibt fast stabil und Goldie X gewinnt liber 18 % an Kunden hinzu.
Die Geschiftsfiihrerin muss also dringend eine erfolgreiche Werbekampagne
starten. 25 1 10

d) | Es ist zundchst ein Modell zu erstellen, mit dem die Frage beantwortet werden
kann:

Wir betrachten das Sammeln der Puzzleteile als einen zufélligen Prozess mit 6
Zustinden. Zustand i bedeutet, dass man unter den bereits gesammelten Puzzle-
teilen i verschiedene hat. Der Zustand 0 ist die Anfangssituation, der Zustand 5
ist der gewiinschte Endzustand. Jedes Mal, wenn man einen neuen Umschlag
bekommt findet ein ,,Ubergang® statt, und die Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind in folgendem Diagramm dargestellt.

0 9IY I G
SN

Angenommen wurde dabei die Gleichverteilung der verschiedenen Puzzleteile
(,,grofse, gutgefiillte Schale ). Zustand 5 kann nicht mehr verlassen werden (ab-
sorbierend).

Ausgehend vom Zustand 0 soll die erwartete Anzahl der Uberginge bestimmt
werden, bis man im erstmals im Zustand 5 ist.

Die Losungsidee besteht darin, nicht nur diesen Erwartungswert e zu betrachten,
sondern simultan fiir jeden Zustand i die erwartete Anzahl E(i) der Uberginge
unter der Bedingung, dass man sich im Zustand i befindet. Die Bezichungen
zwischen diesen Werten erlauben es letztlich den gesuchten Wert E(0) zu be-
stimmen:

Es gilt trivialerweise: E(5) =0
Nun kénnen wir £(4) bestimmen, es gilt nimlich nach Definition des Erwar-
tungswertes:
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4 1 4 1

E(4)= 5 (1+E(4))+§-(1+E(5))=1+§-E(4)+§-0

E4) =1+%-E(4)
Diesen Zusammenhang kdnnen wir als lineare Bestimmungsgleichung fiir £(4)
auffassen mit der eindeutigen Losung: E@4)=>5.

Man sieht, wie es weiter geht:

EB3)=1 +%-E(3) + % E(4) & EQ3) = 1?5 oder EB3)=1,5.

E(2)=1+%-E(2)+%%@E(2)=%,gerundet E2)=9,2

E(1)=1+%.E(1)+%-5—65@E(l)z%,gerundet E(1)=10,4

E©)=1-(1+ E(1)) =1+%<:) E(0) =%, gerundet E(0)=11,4

Im Mittel muss man also 11 bis 12 Umschldge sammeln, um in den ,,Genuss*
des ausgefallenen Kleidungsstiicks von Carotti zu kommen, also im Mittel einen
Umesatz von 550 bis 600 € machen.

Wenn das Modegeschéft ansonsten angemessene Preise hat, und man dort auch
ohne die Werbeaktion gerne kauft, geht das in Ordnung. Wenn aber wegen des
Sonderangebots z.B. alle Kleidungsstiicke doppelt so teuer wie in vergleichbaren
Geschiften sind, dann , kostet Carotti fast 300 €.

Bemerkung: Diese Uberlegungen lassen sich leicht auf Situationen verallge-
meinern, bei denen die vollstindige Sammlung aus n Objekten besteht, z.B. zur
Weltmeisterschaft Fufballerbilder. Es gibt auch Wiirfelspiele, bei denen derje-
nige gewinnt der zuerst alle Augenzahlen mindestens einmal geworfen hat.

Weitere Verallgemeinerungen bestehen darin, dass man absorbierende endliche
Markoff-Ketten betrachtet, denn unser Beispiel ldsst sich als eine solche auffas-
sen. Dann kann man prinzipiell immer zwei Fragen stellen und beantworten:

—  Mit welchen Wahrscheinlichkeiten landet man in den einzelnen absorbie-
renden Endzustinden?
(Hier sinnlos, da nur ein absorbierender Zustand vorhanden ist)

—  Wie grofs ist der Erwartungswert der Anzahl der Ubergdinge bis zum Errei-
chen eines absorbierenden Endzustandes?

In beiden Fillen geht man genau so vor wie hier, beantwortet die gestellten
Fragen also nicht nur fiir den speziellen Startzustand sondern fiir alle Zustdnde
als Startzustinde. Die Beziehungen zwischen diesen Grofien liefern fiir beide
Fragestellungen je ein lineares Gleichungssystem, das es zu l6sen gilt. 20 | 15

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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a) | Es werden nur zwei Ergebnisse unterschieden: Ein Gepéckstiick wird der richti-

gen Maschine zugewiesen oder nicht.

Der Anhédnger kann zum Beispiel gleich beim Anbringen versehentlich ver-

knickt werden. Féllt das Gepéckstiick ungiinstig auf das Forderband oder ist

dieses an einer Stelle verschmutzt, kann die Lesbarkeit des Anhingers ebenfalls

beeintrachtigt werden. Auf eine Abhédngigkeit kann hieraus wohl nicht geschlos-

sen werden, so dass man den Transport von n Gepéckstiicken vom Einchecken

bis zum richtigen Flugzeug als Bernoulli-Kette der Lénge » ansehen kann. 15
b) | Die Wahrscheinlichkeit fiir genau & Treffer in einer Bernoulli-Kette der Lange n

n _

mit der Trefferwahrscheinlichkeit p betrigt P(X =k) = ij . pk -(1-p)" k.

Sieht man fehlgeleitete Gepéckstiicke als ,,Treffer an, so berechnet man die

gesuchten Wahrscheinlichkeiten mit p = 0,035.

Kein Gepickstiick fehlt: k=0

n=45k=0: P(X=0)=0,965"=0,201.

Genau zwei Gepickstiicke sind fehlgeleitet: k=2

45 2 43

n=45k=2: P(X=2)= 5 0,035°-0,965" =0,262.

Hochstens vier Gepéckstiicke sind fehlgeleitet: k=0, 1, ... 4

Zwei der fiinf Summanden sind bereits bestimmt.

P(X =1)=45-0,035-0,965* = 0,328,

45 3 42
P(X=3)= 3 -0,035”-0,965™ = 0,136
45 4 41

P(X=4)= 4 -0,035"-0,965" =0,052.

Insgesamt erhélt man also P(X <4)=0,979 .

Dieser Wert ergibt sich als Summe der oben genannten gerundeten Werte, wenn

man den exakten Wert auf 3 Nachkommastellen rundet, erhdlt man 0,980.

Mehr als vier Gepéckstiicke sind fehlgeleitet:

Dies ist ersichtlich das Gegenereignis zum gerade betrachteten Ereignis.

P(X>4)=1-P(X<4)=1-0,979=0,021

(Analog erhidlt man dieselben Ergebnisse, wenn man ein richtig transportiertes

Gepéckstiick als ,, Treffer interpretiert. ) 20
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¢) |Die Fluggesellschaften rechnen zunéchst mit £(Y;) = 70 € - 0,035 = 2,45 € Kos-
ten pro aufgegebenem Gepackstiick.
Nach der Verbesserung ihrer Lesegerite gilt:
Y, 0 10 70 110
Wabhrscheinlichkeit | 0,965 | 0,024 | 0,005 | 0,006
und man erhilt: E(Y>) = 1,25 €. Die zu erwartende Kostenminderung betragt
mithin 1,20 € pro Gepackstiick. 5115
d) | Nimmt man die Anzahl Z der Verlustkoffer innerhalb eines Jahres als binomial-
verteilt an, so ist, da » > 100 und p < 0,01 , die Poisson-Verteilung eine gute
Néherung. Fiir ein Jahr ergibt sich:
1= E(Z)=12-0,0002-12000 = 28,8.
k=29
k
Mit Hilfe der Naherungsformel von Poisson P(Z =k) = Lﬂ . % direkt oder
e !
durch Differenzbildung zweier kumulierter Werte aus der Tabelle erhilt man:
P(Z=29)=(0,5639-0,4901)=0,0738 =0,074.
Bei 30 Verlustkoffern ist die Entschiddigungssumme von 12 000 € zu zahlen. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also P(Z > 30).
Mit Hilfe der Tabelle erhdlt man
P(Z>30)=1-P(Z<30)=1-0,6348 =0,365
Der Erwartungswert fiir die Schadenzahlung betréigt:
1 & . w 1 & W 1 &
400-—- > (i—-30)-— =400-| —- > i-—=-30-—- ) —
e ,-;( ) i! [e“ ,; i! et =i i!J

~400-[(28,8—16,2415)—30-(1—0,6348)]|=[12,5585-10,956]-400 = 641. 20 | 25

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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a) | Die prozentualen Anteile unter allen Wahlberechtigten betragen 30 % fiir Grup-
pe L, 45 % fiir Gruppe Il und 25 % fiir Gruppe I11.

Daraus ergibt sich mit 0,3-0,87 +0,45-0,82+0,25-0,65=0,7925
eine Wahlbeteiligung von insgesamt 79,25 % . 10

b) [n=100,p=0,35.
X bezeichne die Anzahl der Nichtwéhler in dieser Stichprobe.

Gesuchtist P(31< X <39).

Es ist miithsam, aber durchaus moglich, diese Wahrscheinlichkeit schrittweise

mit Hilfe der Formel P(X =k ) = [ZJ p*(1-p)"™" auszurechnen.

Da fir o=4n-p-(1-p) hier gilt:o=4/100-0,35-0,65=+/22,75 >3, kann

jedoch die Binomial- durch die Normalverteilung approximiert werden. Mit
Hilfe der Integralen Ndherungsformel von Moivre und Laplace folgt mit Inter-
polieren:

P(31§Xs39)zq{39=5_35j_q{3o’5‘35}=2,¢( 4,5 ]_1

\22,75 22,75 \22,75

=2-9(0,943)-1=2-0,8272-1=0,6544 = 65,4%.

In einigen Biichern wird die Formel von Moivre-Laplace ohne die Korrektur mit
0,5 angegeben. Entsprechende Rechnungen sind natiirlich auch als richtig anzu-
sehen. 20

c) | Es handelt sich um das einseitige Testen einer Hypothese.

Getestet wird Hy: p <0,55.

Die Hypothese H, wird abgelehnt und der Wahlkampf nicht intensiviert, wenn,
die Anzahl Y der Wihler unter den 200 Befragten hinreichend gro8 ist.
Genauer: Es wird eine mdglichst kleine natiirliche Zahl N bestimmt, so dass
unter der Annahme, dass H) richtig ist, die Wahrscheinlichkeit P(Y > N) kleiner
oder gleich 5 % ist. Da H, eine zusammengesetzte Hypothese ist, miissen wir
abschétzen und nehmen an, dass p =0,55. Aullerdem approximieren wir die

jetzt angenommene Verteilung von Y durch eine Normalverteilung mit
4 =110 und o =4+/200-0,55-0,45 = 7,036.

Dem Tafelwerk entnimmt man:

P(Y<u+1,64-0)=95% Also

P(Y<121.5)=95% bzw. P(Y >121.5)=5%.

Also muss N = 122 gewihlt werden, d.h. H, wird abgelehnt, wenn sich mindes-
tens 123 Personen fiir die Partei G entscheiden.
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Fehler 2. Art:

Die Partei G fiihrt unnétig einen aufwendigen Wahlkampf, begeht also einen
Fehler 2. Art, wenn unter der Annahme, dass p = 0,6 das Ergebnis der Umfrage
nicht im Ablehnungsbereich von Hy liegt, wenn also ¥ <122 . Zu berechnen ist

deshalb P(Y <122).Mit u=120, o= J48 >3 und der Integralen Néherungs-
formel folgt:
122-120+0,5

N

P(Y£122)zfl)[ Jz®(0,3608)z64,1%.

Interpretation:

Dass dieser Fehler 2. Art so grof3 ist, verwundert nicht, da p nur geringfiigig
grofler als 55 % ist. Der Annahmebereich von H, also das Intervall [0 ; 122],
endet erst mehr als eine Viertel Streuung rechts vom Erwartungswert 120 fiir
p=0,6.

Wichst p, so ,,wandert* der Erwartungswert nach rechts aus diesem Intervall
heraus, der Fehler 2. Art wird kleiner.

Auf die Situation der Partei G bezogen bedeutet dies sehr nachvollziehbar:

Je mehr Wihler sie unter allen Wahlberechtigten hat, desto unwahrscheinlicher
wird ein Umfrageergebnis, dass sie unnétig in einen aufwéndigen Wahlkampf
zwingt. 10| 25 | 10

d) | Wie dieses Konfidenzintervall bestimmt wird, ob als so genanntes grobes, ech-
tes oder Nédherungs-Konfidenzintervall , hingt vom vorangegangenen Unterricht
und entscheidend vom verwendeten Lernbuch ab. In der Darstellung muss das
Verstindnis fiir die gewéhlte Vorgehensweise deutlich werden. Die Korrektoren
sollten auch tolerant sein gegeniiber Formulierungen, die den Unterschied zwi-
schen den Begriffen ,,Sicherheit* und ,,Wahrscheinlichkeit™ verwischen.

Wir geben hier die drei genannten Varianten an.

Zunéichst bestimmen wir ein zur zufillig gefundenen empirischen relativen Hau-
figkeit R = 0,054 symmetrisches Intervall, das den gesuchte Wert p nur mit un-
gefihr 90 % Wahrscheinlichkeit einschlieft, dann ist die Wahrscheinlichkeit,
dass dieses Intervall rechts von p liegt, ungefdhr 5 %. Nur in diesem letzten Fall,
wiirde das Institut die gestellte Frage falschlich bejahen.

vp(1-p)
Jn

Es muss dann gelten: |0,054 - p| =1,64

Grobes Konfidenzintervall:

1
Man schétzt /p-(1— p) nach oben durch 5y ab und setzt n =1100.
Dann gilt: P(|R—p|<0,025)=90% .

Bei dieser Abschétzung kann die Partei also mit mindestens 95 % Wahrschein-
lichkeit nur damit rechnen, mindestens 2,9 % der wahlberechtigten Stimmen zu
bekommen. Die gestellte Frage ist so zu verneinen.
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Néherungs-Konfidenzintervall:
Man schétzt /p-(1— p) durch \/O, 054-(1-0,054) = 0,227 ab und setzt
n=1100.
Dann gilt P(|R—p|<0,011)=90 %
Dann kann bei dieser Abschétzung die Partei also mit mindestens 95 % Wahr-
scheinlichkeit damit rechnen, mindestens 4,3 % der wahlberechtigten Stimmen
zu bekommen. Die gestellte Frage ist zu bejahen.
Echtes Konfidenzintervall:
Man 16st die quadratische Gleichung:
| p—0,054|=1,64- /% nach p auf und erhélt als Losungen zwei extre-
me Moglichkeiten fiir p also das Intervall [0,044 , 0,066]
Nach dieser Rechnung kann die Partei mit ungeféhr 95 % Wahrscheinlichkeit
damit rechnen, mindestens 4,4 % der wahlberechtigten Stimmen zu bekommen.
Die gestellte Frage ist zu bejahen. 10 | 15
Insgesamt 100 BWE | 20 | 55 | 25
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L 6sungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

I

II

III

Der Sachverhalt wird wie folgt modelliert:

Den beiden Ereignissen
A: ,,Die kritische Kiste stammt von Maschine A*
B: ,,Die kritische Kiste stammt von Maschine B*

geben wir wegen der unterschiedlichen Produktionskapazititen die a-priori-
Wahrscheinlichkeiten P(4)=+¢ und P(B)=+.

Die erwarteten zusitzlichen Kosten betragen also

bei Strategie (1): E(K)=+-9000 €=1800 € und

bei Strategie (2): E(K)=2%-1000 € =800 €.

Strategie (2) ist also vorzuziehen.

20

b)

X sei die Anzahl der defekten Artikel bei der Stichprobe.
Wir nehmen an, dass X B(20,p)-binomialverteilt ist.

P(A)-B(20,},5)
P(A4)-B(20,;,5)+P(B)-B(20,5,5)
=982 %

P(A|X=5)=

Verkauft man die Kiste mit der Aufschrift ,,von Anlage A“, betragen die erwar-
teten Zusatzkosten also (1—-0,982...)-9000 €= 162 €.

Im anderen Fall erhilt man 0,982...-1000 € =~ 982 € ,
also sollte man die Kiste mit der Aufschrift ,,von Anlage A*“ verkaufen.

20

In diesem Falle wéren die Erwartungswerte
+-9000=900 und 2-1000=900 zu vergleichen.

Der Statistiker konnte zumindest nach dem Verfahren von b) nicht entscheiden,
wie die Kiste zu kennzeichnen wiére.

10

d)

Die Entscheidungssituation ,kippt* also, wenn P(B|JX=k) = 1; .
Darum 16sen wir

P(B)-B(20,1,k) 1
P(A)-B(20,1,k)+P(B)-B(20,1,k) 10

@0\
It

I =10
3)

P(B| X =k)=

nach k auf. Wir erhalten die Gleichung:
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(o) )
' 1, k (20-k)
1 . .
= > \4 420 =9 also |—| - 3 = Lzo Weiteres Sortieren:
11 4 4 4.2
512
k 20 k 20
1 4 . 1 2
—=| = 9—20 zusammengefasst | — | =2,25.| =
43 4.6 3 3
mit der Losung k= 6,64...
Also wird der Statistiker falls X < 6 fiir die Aufschrift ,,von Anlage A“, an-
sonsten fiir ,,von Anlage B plddieren. 15 | 10
e) | Das Ereignis B wird als Nullhypothese iiber den unbekannten Parameter p ei-
ner Bernoulli-Urne gewéhlt:
H,: p,=0,5,und es wird die Alternativhypothese
H,: p<0,5 bei 20 Ziehungen getestet.
Dies ergibt folgenden Ablehnungsbereich:
X <4 mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art von o = 0,6 %. 15
f) | Das Verfahren aus e) beriicksichtigt das Vorwissen tiber die unterschiedlichen
Produktionskapazitéten nicht, das eher fiir eine Kiste erster Wahl spricht. Es ist
,vorsichtiger im Hinblick auf den gravierenden Schaden von 9000 €. Der vor-
gegebene Wert o0 < 1 % ist sehr willkiirlich. Diese Willkiir ist aber Teil der
Testlogik bei Signifikanztests. 10
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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Es werden nur zwei Ergebnisse unterschieden; geht man davon aus, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass Nebenwirkungen auftreten, im Prinzip bei jedem Pa-
tienten p = 0,06 betrigt, so muss noch darauf geachtet werden, dass die Unab-
hingigkeit der Ereignisse gewahrleistet ist.

Jammert jemand z.B. den anderen vor, wie schlecht es ihm geht, horchen u.U.
diese sehr aufmerksam in sich hinein, bis auch sie sich unwohl fiithlen. Umge-
kehrt kann eine Frohnatur die anderen von ihren Beschwerden ablenken. Doch
auch Wechselwirkungen mit anderen Medikamenten und ,,gemeinsame* Ge-
brechen konnen stochastische Abhingigkeiten verursachen.

Es wird eine ,,ergebnisoffene zusammenhéngende Darstellung erwartet.

15

b)

50
P(X<1) = 0,94 +[ | J-O,O6-O,9449 = 0,190.

Die Wahrscheinlichkeit, dass von 50 Patienten hochstens bei einem Neben-
wirkungen auftreten, betragt etwa 19 %.

10

Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n, fiir die gilt: 0,94" <0,01.

o 1 1
Aufgelost nach n ergibt sich n > 1g0,01 , alson=75.
120,94
Ab einer Gruppengrofle von 75 Patienten sinkt die Wahrscheinlichkeit unter
1 %, dass wirklich keiner unter Nebenwirkungen leidet.

15

d)

Aus 7= 200 und p = 0,06 folgt: & =1/200-0,06-0,94 =/11,28 >3

Also kann die Binomial- durch die Normalverteilung approximiert und die in-
tegrale Ndherungsformel angewendet werden. Mit Hilfe der Tafel fiir die
Gaulische Integralfunktion erhdlt man

P(X>10)=1-P(X<9)

z1—q>(9’5‘“):1—q>(9’5‘12j ~1- @ (0,744) = B(0,744) = 0,77

o 411,28

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Gruppe von 200 Patienten bei mindes-
tens 10 Nebenwirkungen auftreten, ist groBer als 77 %.

25

Diese Aufgabenstellung ist sehr offen gestellt, daher sind unterschiedliche Ant-
worten denkbar und sinnvoll:

Zu iiberlegen ist zundchst, welchen Stellenwert die Kostenersparnis haben
soll. Steht diese im Vordergrund und wird die bessere Vertriglichkeit nicht so
wichtig genommen, kdnnte man das neue Medikament empfehlen, sofern das
Stichprobenergebnis nicht nach oben signifikant von p = 0,06 abweicht.

Hier miisste auch iiber das Signifikanzniveau nachgedacht werden. Wir wéh-
len hier einen ,,iiblichen” Wert von 5 %: Man wird sich dann bei der genann-
ten Interessenlage nur dagegen absichern, dass das neue Medikament nicht
schlechter als das alte ist und wiirde H,: p > 6 % gegen H,: p <6 % testen

und kdme zu dem Ergebnis, das neue Medikament abzulehnen, wenn mehr
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als 39 Patienten mit Nebenwirkungen auftreten.

Mochte man in erster Linie sicher sein, dass das neue Medikament wirklich
besser vertréglich ist, so wird man anders vorgehen und die Frage, ob das neue
Medikament die Nebenwirkungsquote tatsdchlich gesenkt hat, durch einen
einseitigen Hypothesentest untersuchen:

H:p<6%gegen H,:p=26%.

Das fiihrt bei 5 % Signifikanzniveau auf einen Ablehnungsbereich: X < 21.
Erst bei weniger als 22 Patienten mit Nebenwirkungen wiirde man dann das
neue Medikament empfehlen. Man kdénnte auch noch strenger sein und H; er-
setzen durch H;: p <4 %. Das wiirde dazu fiihren, dass man das Medikament
erst empfiehlt bei weniger als 13 Patienten mit Nebenwirkungen. Mit dieser
strengen Entscheidungsregel fiir das neue Medikament kann man ziemlich si-
cher sein, dass das neue Medikament nur eingefithrt wird, wenn es wirklich
deutlich besser ist.

Ein methodisch ganz anderes Vorgehen verwendet die Moglichkeit der Ap-
proximation der Verteilung von X durch die passende Normalverteilung und
zieht das um den Erwartungswert symmetrische 95 % Intervall heran:

w=n-p=30, c=n-p-qg=+/28,2, n+1,966=40,4.

Bei bis zu 40 Fillen von Nebenwirkungen wird danach das neue Medikament
empfohlen.

Wenn die behauptete Senkung der Nebenwirkungen auf 4 % ausschlaggebend
sein soll, so wird man p = 0,04 zugrunde legen:

UW=n-p=20, c=n-p-q=+19,2, u+1,960 =28,6.

Nur bis zu 28 Fillen von Nebenwirkungen wird dann das neue Medikament
empfohlen. Zu bedenken ist auch, dass mit dieser Entscheidungsregel die
Wahrscheinlichkeit verringert wird, dass das neue Medikament zu Unrecht
eingefiihrt wird. Je nachdem, wie hoch die Kosten fiir die Behandlung der Ne-
benwirkungen sind, kann durchaus die zweite Vorgehensweise auf lange Sicht
giinstiger sein. 15 | 20

Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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6 Tabellen zur Binomialverteilung

Binomialverteilung n = 35 bis 40 P(X=k)= (ij" (A-p)*
P 0,1 0,2 0,3 Pl 01 0,2 0,3
n k n k
35| 0| 00250 | 00004 | 0,0000 38| 0| 00182 | 0,0002 0,0000
1| 0,0973 | 0,0035 | 0,0001 1| 0,0770 | 0,0020 0,0000
2| 01839 | 0,0151 0,0004 2| 0,1584 | 0,0001 0,0002
3| 02247 | 00415 | 0,0020 3| 02112 | 00274 0,0009
4| 0,1998 | 0,0830 | 0,0067 4| 02053 | 0,0599 0,0032
5| 001376 | 01286 | 0,0178 5| 01551 | 0,1018 0,0094
6| 00765 | 0,1607 0,0381 6| 0,0948 | 0,1400 0,0222
P 0,1 0,2 0,3 Pl 01 0,2 0,3
n k n k
36| 0| 00225 | 00003 | 0,0000 39| 0| 00164 | 0,0002 0,0000
1| 0,0901 | 0,0029 | 0,0000 1| 00712 | 0,0016 0,0000
2| 01752 | 00128 | 0,0003 2| 0,1502 | 0,0077 0,0001
3| 002206 | 0,0362 0,0015 3| 02059 | 0,0237 0,0007
4| 02023 | 0,0747 0,0053 4| 02059 | 0,0534 0,0025
5| 001438 | 001195 | 0,0145 5| 01601 | 0,0934 0,0076
6| 00826 | 0,1543 | 0,0320 6| 0,1008 | 0,1323 0,0184
n |, 0,1 0,2 0,3 0,1 0,2 0,3
n [k
37| 0 | 00203 | 00003 | 0,0000 40| 0 | 00148 | 0,0001 0,0000
1 | 00834 | 00024 | 0,0000 1 | 00657 | 0,0013 0,0000
2 | 0,1667 | 0,0108 | 0,0002 2 | 01423 | 0,0065 0,0001
3 | 02161 | 00315 | 0,0011 3 | 02003 | 0,0205 0,0005
4 | 02041 | 0,0670 | 0,0041 4 | 02059 | 0,0475 0,0020
5 | 01497 | 01105 | 0,0117 5 | 01647 | 0,0854 0,0061
6 | 0,0887 | 0,1474 | 0,0267 6 | 01068 | 0,1246 0,0151

Binomialverteilung fir p=0,05: n =100 bis104 und k = 0 bis5

) < 0 1 2 3 4 5
100 0,0059 0,0312 0,0812 0.1396 0.1781 0.1800
101 0,0056 0,0299 00787 0,1367 0.1762 01799
102 0,0053 0,0287 0,0762 0,1338 01742 0.1797
103 0,0051 00275 00739 0,1309 0.1722 0.1795
104 0,0048 0,0264 00715 0,1280 0.1701 0.1791
105 0,0046 0,0253 0,0693 0.1252 0,1680 0.1787
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Summierte Binomialverteilung n = 20 P(X<k)= i[?jp -(1-p)"
i=0
p 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

k
0 0,1216 0,0115 0,0008 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,3917 0,0692 0,0076 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,6769 0,2061 0,0355 0,0036 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,8670 0,4114 0,1071 0,0160 0,0013 0,0000 0,0000 0,0000
4 0,9568 0,6296 0,2375 0,0510 0,0059 0,0003 0,0000 0,0000
5 0,9887 0,8042 0,4164 0,1256 0,0207 0,0016 0,0000 0,0000
6 0,9976 0,9133 0,6080 0,2500 0,0577 0,0065 0,0003 0,0000
7 0,9996 0,9679 0,7723 0,4159 0,1316 0,0210 0,0013 0,0000
8 0,9999 0,9900 0,8867 0,5956 0,2517 0,0565 0,0051 0,0001
9 1,0000 0,9974 0,9520 0,7553 0,4119 0,1275 0,0171 0,0006
10 1,0000 0,9994 0,9829 0,8725 0,5881 0,2447 0,0480 0,0026
11 1,0000 0,9999 0,9949 0,9435 0,7483 0,4044 0,1133 0,0100
12 1,0000 1,0000 0,9987 0,9790 0,8684 0,5841 0,2277 0,0321
13 1,0000 1,0000 0,9997 0,9935 0,9423 0,7500 0,3920 0,0867
14 1,0000 1,0000 1,0000 0,9984 0,9793 0,8744 0,5836 0,1958
15 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9941 0,9490 0,7625 0,3704
16 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9987 0,9840 0,8929 0,5886
17 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 0,9964 0,9645 0,7939
18 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9995 0,9924 0,9308
19 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9992 0,9885
20 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Summierte Binomialverteilung n = 100 P(X<k)= Zk:[':jp -(1-p)"
i=0
0,02 0,05 0,1 0,2 0,25 0,3 0,4 0,5

k
0 0,1326 0,0059 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,4033 0,0371 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,6767 0,1183 0,0019 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,8590 0,2578 0,0078 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
4 0,9492 0,4360 0,0237 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
5 0,9845 0,6160 0,0576 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
6 0,9959 0,7660 0,1172 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
7 0,9991 0,8720 0,2061 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
8 0,9998 0,9369 0,3209 0,0009 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
9 1,0000 0,9718 0,4513 0,0023 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
10 1,0000 0,9885 0,5832 0,0057 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
11 1,0000 0,9957 0,7030 0,0126 0,0004 0,0000 0,0000 0,0000
12 1,0000 0,9985 0,8018 0,0253 0,0010 0,0000 0,0000 0,0000
13 1,0000 0,9995 0,8761 0,0469 0,0025 0,0001 0,0000 0,0000
14 1,0000 0,9999 0,9274 0,0804 0,0054 0,0002 0,0000 0,0000
15 1,0000 1,0000 0,9601 0,1285 0,0111 0,0004 0,0000 0,0000
16 1,0000 1,0000 0,9794 0,1923 0,0211 0,0010 0,0000 0,0000
17 1,0000 1,0000 0,9900 0,2712 0,0376 0,0022 0,0000 0,0000
18 1,0000 1,0000 0,9954 0,3621 0,0630 0,0045 0,0000 0,0000
19 1,0000 1,0000 0,9980 0,4602 0,0995 0,0089 0,0000 0,0000
20 1,0000 1,0000 0,9992 0,5595 0,1488 0,0165 0,0000 0,0000
21 1,0000 1,0000 0,9997 0,6540 0,2114 0,0288 0,0000 0,0000
22 1,0000 1,0000 0,9999 0,7389 0,2864 0,0479 0,0001 0,0000
23 1,0000 1,0000 1,0000 0,8109 0,3711 0,0755 0,0003 0,0000
24 1,0000 1,0000 1,0000 0,8686 0,4617 0,1136 0,0006 0,0000
25 1,0000 1,0000 1,0000 0,9125 0,5535 0,1631 0,0012 0,0000
26 1,0000 1,0000 1,0000 0,9442 0,6417 0,2244 0,0024 0,0000
27 1,0000 1,0000 1,0000 0,9658 0,7224 0,2964 0,0046 0,0000
28 1,0000 1,0000 1,0000 0,9800 0,7925 0,3768 0,0084 0,0000
29 1,0000 1,0000 1,0000 0,9888 0,8505 0,4623 0,0148 0,0000
30 1,0000 1,0000 1,0000 0,9939 0,8962 0,5491 0,0248 0,0000
31 1,0000 1,0000 1,0000 0,9969 0,9307 0,6331 0,0398 0,0001
32 1,0000 1,0000 1,0000 0,9984 0,9554 0,7107 0,0615 0,0002
33 1,0000 1,0000 1,0000 0,9993 0,9724 0,7793 0,0913 0,0004
34 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9836 0,8371 0,1303 0,0009
35 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9906 0,8839 0,1795 0,0018
36 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9948 0,9201 0,2386 0,0033
37 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9973 0,9470 0,3068 0,0060
38 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9986 0,9660 0,3822 0,0105
39 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9993 0,9790 0,4621 0,0176
40 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9875 0,5433 0,0284
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